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SUR LE CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 

ENGENDAB PAR LA 

TRANSLATION UNIFORME D'UNE CHARGE ÉLECTRIQUE 

PARALLÈLEMENT A UN PLAN CONDUCTEUR INDÉFINI, 

Par m. t. LEVI-CIVITA, 

à Padoue. 



PRÉFACE. 

Dans une Conférence (*) lenue en septembre dernier, M. Righi a renseigné la 
Société italienne de Physique sur la question, si discutée aujourd'hui, de la pro- 
duction d'un champ magnétique par la convection électrique. 

Après avoir rappelé les différentes expériences (depuis celles de Rowland jus- 
qu'aux dernières de M. Crémieu et de M. Âdams), il les a analysées avec sa critique 
pénétrante, en signalant les points faibles et ceux qui restent simplement douteux. 

Parmi ceux-ci l'éminent physicien compte les perturbations du champ magné- 
tique provenant du conducteur, que l'on emploie généralement dans ces expé- 
riences pour mettre l'aiguille aimantée à l'abri des actions électrostatiques. 

Il est évident, dit-il, qu'un diaphragme métallique de conductivité finie n'ar- 
rête pas les actions magnétiques, mais il exerce sans doute une influence et l'on 

(*) Voir Nuovo Cimento, 5* sërie^ t. II; octobre 1901. 
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6 T. LEVI-CIVITA. 

n'a pas le droil de la négliger. Malheureusement nous ne sommes pas en mesure 
d'apprécier cette influence, comme il serait nécessaire pour une bonne discussion 
des résultats expérimentaux. 

Ceux qui cultivent la Ph^sic|ue mathématique pourraient fournir à cet égard 
des indications assez précises en déterminant, ne fill-cc autre chose, te champ 
clectromagnélique engendré par une charge électrique qui se meut avec une 
vitesse constante sur une droite parallèle à un plan conducteur indéfini. 

l'eu après sa conférence M. Righi a bien voulu attirer mon attention sur celle 
recherche. Voilà Torigine du présent Mémoire. 

On y trouvera une solution rigoureuse du problème énoncé et une solution 
approchée, qui, tout en différant de la première par des quantités absolument 
insignifiantes au point de vue pratique, prête mieux à l'étude soit qualitative, 
soit quantitative du champ. 

On est conduit aux résultats suivants : 

Soient n le rapport entre la vitesse de convection et celle de la lumière; 3o/- la 
résistance ohmique de ruoité de surface du plan conducteur (exprimée en ohms) ; 
/i ^ — T— ; de façon que, dans les conditions expérimentales ordinaires, a et k 
sont des nombres très petits (de l'ordre de lu"" dans l'exemple cité au n" 18), 
pendant que h est généralement fini, 

Au delà de l'écran conducteur, les forces électrique et magnétique dérivent 
l'une et l'autre d'un [jotcniiel (aux termes en o' près). 

IjB force électrique est négligeable; la force magnétique csi à peu près égale 



conducteur n'exis- 
réduilc au moins de 



au produit par ,. de celle nui s'exercerait si lo plan 

tait pas {voir, pour plus d'exactitude, le n" 18). Elle est donc 

la moitié et pourrait être interceptée, à l'instar de ta force électrique, seulement 

pour une conductivité infinie (A- = o, k = ao). 

C'est justement ce que prévoyait M. Highi . 

Quelques mots encore sur la position analytique du problème. 

Les équations de Hertz à elles seules ne suffiraient pas, tout en tenant compte 
des condilions (de continuité, régularité, etc.) cjui sont imposées aux compo- 
santes des forces électromagnétiques. 

Une discussion facile montre en elTet que, pour rendre la question délorminée, 
il faut se donner (parmi les conditions dites aux limites) deux relations qui 
devront être vériliées sur te plan conducteur et qui traduiront précisément cette 
qualité. Nous ne pourrons y parvenir sans sortir de lu théorie hertsiennc pure. 

En ellet, ce qui caractérise un conducteur est sans contredit la loi de Ohm. 
Mais, au point de vue de Hertx, on n'a U que la définition du courant (de ses deux 
composantes dans notre cas), et il n'en résulte naturellement aucune relation nou- 
velle entre les composantes des forces électromagnétiques. 
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Il faut donc avoir recours à quelque autre hypothèse. 

Or rexpérience ne nous donne à cet égard aucun renseignement; bien au con- 
traire, il s'agit en quelque sorte de la devancer. 

D'autre part, on n'entrevoit même pas, parmi les éléments de la théorie de 
Hertz, deux relations qui puissent paraître justifiées a priori. 

D'après cela, j'ai été conduit à m'appuyer sur une théorie un peu plus restreinte 
que celle de Hertz, où Ton a affaire non pas précisément aux équations différen- 
tielles de Hertz, mais à un certain système de leurs intégrales. 

C'est ce qui arrive dans la théorie originale de Maxwell, dans celles de M. Lo- 
rentz et de M. Larmor ('), qui, d'ailleurs, n'en diffèrent pas, tant qu'il s*agit, 
comme à présent^ de milieux Isotropes en repos. 

C'est ce qui arrive aussi dans la théorie de Helmhoitz, dès qu'on lui ajoute 
simplement l'hypothèse que les actions à distance se propagent avec une vitesse 
finie (votr Chap. I). 

On a bien, dans le cadre de ces théories, tout ce qu'il faut pour que notre ques- 
tion et d'autres analogues deviennent parfaitement déterminées. 

J'ai préféré la dernière (celle de Helmhoitz modifiée) parce que les principes 
sont peut-être plus simples, et à mon avis très suggestifs. 

Ce ne serait pas une raison suffisante. Mais on peut démontrer qu'on serait 
conduit à la même solution aussi en partant des intégrales de Maxwell. Je me 
borne à signaler cette conclusion, qui se rattache à la remarque suivante, d'ordre 
plus général : 

Les deux théories Intégrales ne sont pas Identiques. Elles s'accordent naturel- 
lement dans le domaine différentiel, mais elles s'accordent encore sur quelques 
détails Importants non envisagés par la théorie de Hertz. 

On a besoin de ces compléments pour toutes les questions qui appartiennent 
au même type du problème simple étudié Ici. Parmi ces questions, Il y en a une 
notamment (celle de l'influence d'un écran conducteur sur le champ magnétique 
d'ua courant variable) où l'on peut s'attendre à ce que les résultats obtenus par 
la théorie seront accessibles sans peine au contrôle de l'expérience (pendant que 
dans le cas actuel on se trouve presque à la limite des quantités appréciables par 
l'observation). 

Je me propose de revenir prochainement sur ce point. 



(^) Elles sont résumées dans la seconde édition du Traité classique de M. Poincaré : 
Électricité et Optique, Voici les citations des Ouvrages des deux savants contenant Texposé 
de leurs théories : LoiœntZ) Versuch einer Théorie der elektrischen und optischen 
Erscheinungen inbewegten Kôrpern, Leyde; 1895. — Larmor, Aether and matter, Cam- 
bridge; 1900. 
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CHAPITRE I. 

RAPPEL DE QUELQUES NOTIONS D'ÉLECTRODYNAMIQUE. 



1. J'ai démontré autrefois (*) qu'on peut retrouver les traits essentiels de la 
théorie de Maxwell même en partant des lois classiques. Il suffit de les compléter 
par rhypothèse que les actions à distance se propagent avec une vitesse finie. 

La théorie de Helmholtz conduit alors aux équations de Hertz. 
Voici, en peu de mots, cette déduction. 

2. Généralités. — Envisageons un milieu homogène S, indéfini et en repos, 
siège de phénomènes électrodynamiques. 

Soient, pour un point quelconque P(x^y, ^), et dans un instant quelconque/, 
^(•^»^> ^1 '^ densité électrique; u{Xjy^ z^ /), i'(^,j^, :;. /), «*(^,^S ^» les 
composantes du courant rapportées à Punité de volume : e dS représente alors la 
quantité d'électricité contenue dans le volume dS à l'instant t; udy dzdt est la 
quantité d'électricité qui traverse, pendant le temps dt successif à /, Faire dy dz 
normale à l'axe des x ; de même (^ dz dx dt est la quantité d'électricité, etc. 

Je suppose e, w, v^ w finies et continues avec toutes les dérivées des deux pre- 
miers ordres. Je suppose, en outre, que ces fonctions s'annulent à Tinfini, de 

façon que les intégrales / - rfS, / - rfS, ..., étendues à tout l'espace S, aient un 

sens (pour toute valeur de t), r étant la distance du point variable d'intégration 
à un point fixe quelconque. 

3. Principes de conservation de l'électricité. — Entre e, w, i^, w on a l'équa- 
tion de continuité, qui s'écrit 

, . de du dv div 

Il va sans dire que e rfS, u dy dz dty v dz dx dt^ wdx dy dt (qui sont toutes des 
quantités d'électricité) doivent être mesurées de la même façon, en unités élec- 
trostatiques par exemple. A ce système se rapporteront alors les valeurs numé- 
riques de e, u, (^, iv. 



(!) Sulla riducibilità délie equazioni elettrodinamiche di Helmholtz alla forma 
hertziana {Nuovo Cimento, août 1B97). 
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i. Loi de Coulomb, — Potentiel électrostatique retardé. — Conformément 
à la loi de Coulomb, le potentiel électrostatique (en supposant pour simplifier la 
constante diélectrique, ou pouvoir inducteur spécifique de notre milieu, égale à 
l'unité) est 



X 



où Ton désigne par x' ^ y\ z' les variables d'intégration, par x^ y^ z les coordon- 
nées du point quelconque P, auquel se rapporte le potentiel, par r la distance 
de P au point P'(:r', y ^ z'). 

Je pose, A étant une constante, l'inverse de la vitesse de la lumière dans S, 

e:=e{x\y',z',t — kr), 



= fldS. 



(2) F 

e 
On appelle F potentiel électrostatique retardé. Chaque élément - rfS de F 

est, on peut dire, le potentiel d'une action partie de P' avec une anticipation Âr 
sur l'instant auquel on l'envisage au point P. 

Par conséquent, en prenant F, au lieu de j - rfS, comme potentiel électrosta- 

tique, tout se passe comme si les actions élémentaires, envisagées par la loi de 
Coulomb, se propageaient en ligne droite de leurs origines à P avec la vitesse de 
la lumière. 

5. Potentiel vecteur retardé. — Loi de Biot et Savart. — Force magné- 
tique. — Le vecteur dont les composantes suivant les axes coordonnés sont 

(3) V = \f-dS, V^zxf-dS, W:zrA/ -e/S 

sera notre potentiel vecteur. 11 diffère du potentiel vecteur ordinaire par la sub- 
stitution de 

M =: u{x\y',z',t^\r), 

ç z= i>(x',y,z'yt — Ar), 

w= w(x',y',z',t — \r), 

à u{x\y, z', /), i>{x\y^ z\ f), w{x'^ y^ z', t) : ce qui correspond, comme tout à 

l'heure, à une propagation par ondes sphériques avec la vitesse ^• 

La force magnétique du champ, d'après la loi élémentaire de Biot et Savart 
Fac. de T. y a* S., IV. 2 



lO 
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(dile parfois aussi loi de Laplace)^ est définie comme le lourbitton {curl des 
Anglais) du potentiel vecteur, changé toutefois de sens si les axes sont orientés 
comme dans la fig, i , ce que nous voulons supposer. 



Fig. I. 




a> 



Dès lors, en combinant la loi de Biot et Savart avec notre hypothèse sur h 
vitesse de propagation, on a, pour les composantes L, M, N de la force magné- 
tique, les expressions suivantes : 



(i) 



rfV 


rfW 


ds 


cty' 


rfW 


rfU 


dx' 


dz' 


dV 


d\ 


<iy 


dx 



L = A^ ~ 



M == -—^ - 






6. Loi d'induction de F. IVeumann, — Force électrique. — Les dérivées 
de — AU, — AV, — AW, par rapport à t, donnent les composantes de la force 
électromotrice d'induction : c'est la loi potentielle de F. Neumann, où l'on a seu- 
lement remplacé le potentiel vecteur ordinaire par le potentiel retardé. 

l^orsqu'il n'y a pas de forces électromotrices extérieures (d'origine chimique, 
thermoélectriquc, etc.) la force électrique totale (X, Y, Z) est la somme de la 
composante électrostatique cl de celle provenant de l'induction. 

On a donc 



V fiV , dV 

dx dt 



(II) 



Y "- 



A 



- ^ -dl ' 



dV 

<ty 

dV . d\W 
dz ~ ^ "dt ' 



7. l'ropriêtés df» finu'tiiHts I'', U, V, W. - Tcml polcnliel retarde 
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satisfait à Téquation 

nF = A.F— A* 

de' 






C'est l'analogue de réqualion de Poisson, et l'on peut la vérifier de la même 
façon (*). 

Nous avons ainsi 

/ D F =r— ^Tze, 

] DU =:--47rA//, 

^ DV =:-47rAi% 

nw=— 4îfAi^. 

De plus les fonctions F, U, V, W sont liées entre elles par la relation 

, d¥ dU d\ û?W 

Pour le démontrer, je remarque d'abord qu'on peut écrire, avec la notation des 
dérivées partielles, 

du du . du dr 

dx' "ôx'^ cTt dx'* 

Or 

- /• du I , -^ 

' « -} h 3 / ab, 

\ dx dx /•/ 

d'où, puisque ii dépend de x uniquement par l'intermédiaire de l'argument 
t — Ar, et que d ailleurs — = — -7-7» 




dx 



"5^''*-^^ ASè?''*- 



Transformons la première intégrale par la formule de Green. L'intégration 
étant étendue à tout l'espace, il vient 



d^ 
dx 



*/(i-*fè)>. 



(ï) Voiry par exemple, Volterra, 5a/ principio di Huygens {Nuovo Cimento, 
3' série, t. XXXI, XXXII, XXXIII; 1892-1893), ou bien encore Poincaré, Oscillations 
électriques, n° 40. 
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En tenant compte de (5), et en retranchant de la précédente, il reste sim- 
plement 

. dX cm dN , , 
dt dz dv 



Les deux équations 



(7) 1 



, ^Y ^ dh , , 
, dL dL dM , , 



S'établissent de la même manière, et l'on a ainsi retrouvé le second groupe de 
Hertz, 

Les équations (I) donnent encore 

dL dM d^S 
pendant que les équations (II), en ayant égard à (5) et à la relation 






donnent 



d\ dY dZ . 

(9) d^^-^dJ-^Tz^^'''' 

9. Charges et courants de surface. — Discontinuités qui en dérivent dans 
les forces électromagnétiques. — En nous plaçant au point de vue des actions 
à distance, qui nous a conduit aux équations (I), (II)) il est presque évident que 
ces dernières s'étendent au cas où il y aurait, sur quelque surface <t du milieu 
indéfini S, des distributions à deux dimensions de charges et de courants. H suffit 
d'ajouter aux expressions des potentiels F, U, V, W les intégrales doubles corres- 
pondant à ces distributions. 

On n'a rien à modifier aux équations (4), (5), . . ., (9) pour les points non 
situés sur les surfaces a*; mais on doit prendre garde aux discontinuités que Ton 
rencontrera en les traversant. 

Il importe surtout de reconnaître celles qui se produisent dans les composantes 
des forces électrique et magnétique. On les détermine aisément (en fonction des 
charges et des courants de surface) à l'aide des formules bien connues, se rappor- 
tant aux dérivées premières des potentiels de surface, formules qui sont valables 
même pour les potentiels retardés (*). 

(*) VoLTERRA, loco citato, t. XXXI. 
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On peut encore montrer que (charges et courants de surface satisfaisant, bien 
entendu, au principe de la conservation de réleclricité) les discontinuités qui se 
produisent dans les forces électromagnétiques ne diffèrent pas de celles que Ton 
mettrait au jour en suivant la voie indiquée par Hertz. 

Du reste, au point de vue physique, une telle démonstration ne serait pas 
nécessaire; Tidenlilé apparaît d'elle-même.' 

Pour nous en rendre compte, voyons en quoi consiste ce principe de Hertz. 
Nous envisagerons, pour plus de netteté, le cas d'une portion de surface o" paral- 
lèle au plan z = o. 

Ce qui arrive pour des distributions superficielles, situées sur 9, doit être 
cherché par un passage à la limite, en considérant d'abord une couche t d'épais- 
seur g limitée d'un côté par cr, et exprimant ensuite que les équations indéfi- 
nies (6), (7), (8), (9) continuent à subsister dans t, lorsqu'on suppose que e, 
{/, i> grandissent indéfiniment, pendant que g" décroît, de manière toutefois que 
les limites de ge^ gu, gv restent finies. 

Ce même passage à la limite introduit, dans les équations (I), (H), les termes 
correspondant aux distributions de surface sur 9. 

Dès que l'on a affaire à la môme cause, les effets (dans notre cas, les disconti- 
nuités des forces électromagnétiques à travers 7) doivent être les mêmes quelle 
que soit la voie que l'on choisit pour les évaluer. 

10. Remarque, — On peut présenter les considérations qui précèdent sous 
une forme valable pour tout milieu isotrope, même s'il est polarisable, c'est- 
à-dire s'il est doué d'un pouvoir inducteur spécifique et d'une perméabilité ma- 
gnétique quelconque. 

C'est ce que j'ai fait dans le Mémoire du Nuovo Cimento cité plus haut. 



CHAPITRE II. 

TRANSFORMATION DES POTENTIELS RETARDÉS. 



H. Transformation directe des potentiels dans le cas où le mou\^ement 
des charges se réduit à une translation. '— Dès que l'on a affaire à un mouve- 
vement de translation, tout système û5t,?J, qui est animé, par rapport aux axes 
fixes Oxyz^ de la môme translation, doit rester invariablement lié aux charges. 
La densité e de leur distribution est donc une fonction de Ç, ri, Ç, indépendante 
de t» 
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Complélons la définition des axes mobiles en choisissant, par exemple, Oa;yz 
comme position initiale (pour / = o) du trièdre ûÇtt^ÎÎ. On a alors, entre les coor- 
données x^ y, z; 5, vi, Ç d'une même particule éleclrisée par rapport aux deux 
systèmes, les relations 

/ ^ = ^4-9, 

les '^, ^, y^ étant des fonctions données du temps /, qui se réduisent à o, pour 
^ = o. 

Dans un instant quelconque t la vitesse des charges électriques est, pour tout 

point du champ, (g, §,^). 

Or la quantité d'électricité qui traverse dans le temps dt Taire élémentaire 

dydz (c'est-à-dire la charge d'un parallélépipède ayant dydz pour base et 

-^ dt pour hauteur] est exprimée par e -^ dydzdt. 

Comme udydzdt représente par définition la même quantité, il s'ensuit que 

dQ 
uzzze -^y 
dl 

d^ 
(^) \'^'dr 

dy 
Occupons-nous d'abord du potentiel électrostatique 



=!>■ 



La densité e ne dépend que de Ç, ti, JJ, c'est-à-dire, d'après (i), àex — y,^ — ^, 
z — y ; on a donc l'identité 

(3) e{x,y, z,t) = e{x — (:^, 7 — ^» --X)î 

d'où 

ê = e(j7' — 9, / — if, z'—x)* 

en convenant de désigner, pour une fonction quelconque, le changement de t en 
t — Ar, par un trait superposé. 
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. /: ^ - " / ~ -• 

*:». *pj/^loft% fj l'i flAUit miu^ul fonction ?ï<tl 'i*^ jr,. v.. •. p>r rapport <k -r . v 

. : f — A j — f — A -, • 

d/, dr, dt r 

dr <f^ V V 

- ~" — ' -^ "i^ » 

//y <// r 

— % . .. -, 



' dt r dt r 



\t r ) 



Kri a^lopUra^ d*fi% F, x%. y%. •, du lieu d^: •^•^''i -'» pour varialiies d'intëçra- 
fion ^ • ;, il vi^rnl, 'J'apr^;% /'; », 

F j^ rli; ^-J^ ^T) * 

Tout ^t: pa%«»c doru: comme »i chaque charge élémentaire agissait avec le poten- 

iMrl , ' 
/ l), 

II' Il ne fa^;on pluH précise celle expression transformée; de F" correspond à la loi 
é|ém^rnl;iinr su i van le : 

L:i rliarge, qui occupe dans un instant quelconque / une position quelconque 
•%^ f'ii .>'ii ^t )i agit sur le point envisagé V(.r^y, Z) avec le potentiel (rapporté à 

ruuilé de rJiwrge; — - .- :» où r représente la distance de P, non pas à P,, mais à un 

c«;rlain point \^(x\ y\ z' ), qui dépend de P et de P« diaprés (^ ^ ); D étant défini 
par l 'équation (îi ). 

Il est aisé d^apercevoir la signification géométrique du point P'. 



(*) La transfoniiatioii est légitime, toutes les fois que D ne s'annule pas. ce qui arrive 
notamment lorsque la \itessc de translation ne dépasse pas celle de la lumière (voir plu*, 
loin;. 
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La comparaison de (i) et (4) montre, en effet, que P' est la position occupée à 
l'instant t — Ar par la charge qui occupe à Tinstant t la position P, i^fig. 2). 



Fig. 2. 




yp 



C'est justement la position de ladite charge, d'où une action, se propageant avec 

la vitesse -r-, atteint P à l'instant /. 
A 

r élant la vitesse de la charge en P', c'est-à-dire à l'instant t — A/-, les compo- 
santes de V ne sont autre chose que -^ , -r-> —• On a donc 

^ dt dt dt 



(■V) 



D =: I — A r cos 



(*). 



la direction positive de r allant de P' à P. 

On voit bien que D reste toujours positif [ce qui garantit la légitimité de la 
transformation (4) et l'univocité de la correspondance entre les points P| et P^] 
si, comme nous le supposerons désormais, 

A<^<i, 

c'est-à-dire si la vitesse des charges reste inférieure à celle de la lumière. 
Le potentiel électrostatique élémentaire se présente donc sous la forme 



/•| 1 — kvco^\vr)\ 

Ce résultat est dû à M. Wiechert ( • ). 

Pour le potentiel vecteur on est évidemment conduit à des conclusions ana- 
logues. 

A cause de (2), les expressions transformées de U, V, W se tirent de F en y 

remplaçant e par Aw = Ke -r-j Kv = Ae -r-> A(v= Ae -r • 
^ * dt dt dt 



(*) E lektrodynamische Elementargesetze {Archives Néerlandaises, 2' série, t. V) 
(Volume jubilaire en l'honneur de M. Lorentz); 1900. 

Fac. de r., 2* S., IV. 3 



(6) 
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11 sera plus commode, dans ce qui va suivre, de se rapporter aux axes mobiles. 
Les coordonnées des points P, P|, P' seront alors naturellement désignées par ç, 
Y)» ^î 5iî ^i> ^1 î 5'» V> Cî et les expressions des potentiels (où il convient, bien 
entendu, d'introduire, même comme variables d'intégration, les coordonnées Ç|, 
7^ , , ?Ji au lieu de ;ri , ^i , 5| ) s'écrivent 

. /s /• [ I — A i' COS \ (7/ J 

/ 7 (^1 ' 

«■s 'V — '^ t'Cos\«'r/J 
V f Ar($ i,-ni,Ct) ^^ 

" / T ^^ 

•^'s /•[» — Ar cos\('/7j 

I / 1 r^ 

I «s '1 ï — Ar(!0S\ i'r/l 

r et i^ ajant la signification définie tout à l'heure. 

Ces formules, nous le verrons bientôt, sont valables pour un mouvement quel- 
conque des charges. Ici les trois dernières se réduisent simplement à 

U = A$F, V = A^^F, W^A$^F. 
al al cil 

12. Cas d^une charge unique, — Supposons que la fonction e(Ç, tq, s) soit 
généralement nulle, en dehors d'un trrs petit espace t entourant le point û. 

On peut évidemment faire cette hypothèse sans renoncer à la condition (néces- 
saire pour la validité des considérations du premier Chapitre) que les dérivées 
premières et secondes de e soient partout finies et continues (*). 

Il suffit d'imaginer une fonction quelconque, douée de cette propriété pour les 
points de t, qui s'annule sur le contour avec ses dérivées des deux premiers 
ordres. Il est partant permis de supposer en outre 



i 



T 



m étant une constante donnée. 

(îeci posé, le cas d'une charge unique m, placée à l'origine des axes mobiles, 
se déduit sans peine comme cas limite du numéro précédent, en faisant décroître 
indéfiniment l'espace t. 



(1) A lii vrrit<S on peut Ac tirtT (J'iifTiiirc uvrc <lct conditions moins restrictives; mais il ne 
vaut pa» In peine d'y in*tinter. 
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Les poienliels retardés se réduisenl alors aux produits de /;j, A m -^j Am-^j 



A m -r^ par 
dl ^ 



dt dt 



r [i — Ai' cos \i'r/J 



Le passage à la limite, dont nous nous sommes servi pour y arriver, permet 
évidemment d'affirmer (ce qu'on pourrait aussi vérifier directement) que ces 
potentiels élémentaires satisfont bien aux équations différentielles (4) et (5) du 
Chapitre précédent, ou plutôt (comme nous nous rapportons ici aux axes mobiles) 
à leurs transformées en coordonnées Ç, r,, s* 

Il va sans dire que la distance r et la vitesse v se rapportent, non pas à la posi- 
tion actuelle Q de la charge m, mais à la position antérieure, dont les coordon- 
nées Ç', V? 'Q sont définies, en fonction de Ç, y^, Ç, /, par 

/ ?'=z9(/~A/-)-9(0, 

(7) v=^(/-Ar)-^(0, 

( r = X(^-A/')'-X(0 

C'est ce qui résulte de l'équation (4), lorsqu'on y met en évidence les coor- 
données Ç, TTj, .. ., en tenant compte de ce que (le point P| étant ici représenté 

par û) 

?i=Tni = Çi = o. 

Pour arriver aux expressions définitives des potentiels, il faut éliminer les 

coordonnées auxiliaires Ç', V>^' de -^« Voici comment on peut disposer le 

calcul. 

Tout d'abord on tire, des équations (7), 

(8) /•* = (? - 5')»-+- (rj - r/ )* 4- (Ç - r )*• 

4_[yj-i_^(/)_^(/ -A/-)P 

équation qui définit directement r en fonction de S, 7^, X^, t. 
En la dérivant par rapport à A, il vient 



*=[(j_r,^.<„-„.,|.«-ng](^.A*) 



d, 
r 
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d'oil 



aA /- 



rV r fi\ 

liemarque. — (^omme les fonctions ^l'/i, i";, /<^»; ^|uî définissent le mou- 
vement i\o U sont censées èlre quelconques, ce r|u'on vient de dire permet de 
construire en tout ca^ le champ électromagnétique dû à un mouvement d*une 
charge unique. 

13. Cas grnêral d'une distribution et d'un nious-ement quelconques. — 
Anaioffirs hydrodynamiques, — S'il s'agit d'un nombre quelconque décharges, 
on n*a qu'à faire la somme des potentiels élémentaires pour obtenir les expres- 
sions de F, l , \ , W. 

d^ d'^ d'/ 

Dans le cas d'une distribution continue m. m ,'-> m -p-j m -f' ne sont autres 

dt dt dt 

<|iie 

e ^/S, e-f- dS = u rfS, e -^ ^S = f r/S, c -/• dS = u- dS, 

fit at dt 

et Ton retrouve, par suite, les formules (6), qui restent ainsi démontrées en 
général, tandis qu'auparavant nous les avions établies seulement pour les mouve- 
ments de translation des charges. 

Il ne serait pas difficile d'obtenir, même dans le cas général, la transformation 
des potentiels relardés par un calcul direct, mais il est inutile do s'v arrêter. 

J<r préfrrc faire remarquer ([u'on peut concevoir raclion d'un champ donné 
^sur un point P et dans un instant /) répartie entre les points du champ d'une 
infinité de manières. On peut notamment : 

I" Attribuer à chaque point du champ la charge qui s'y trouvait à Tinstant /. 

On a de la sorte les expressions primitives des potentiels relardés, lels qu'ils 
ont été définis au début du Chapitre précédent. 

•4** Allribuer à toute charge la position qu'elle occupait à l'instant 1. 

C'est ce qu'on fait dans les expressions transformées (6). 
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* 

Dans la forme originale les actions sont en quelque sorte réparties suivant le 
point de vue d'Euler. 

Les expressions transformées correspondent, au contraire, au point de vue de 
Lagrange. 

li. Charge unique en mouvement de translation uniforme, — Si c désigne 
la vitesse constante de translation, on a 

(^{t) — ct, v|^(0 = o, x(0 = o, 

en supposant Taxe \ dirigé suivant la translation. 
Les équations (7) et (8) se réduisent à 



(7') 




ï' _ — ar, n' — 0, Ç' — 0, 


(8') 




/•" (Ç + ar)'-+-ri« + ÇS 


OÙ 


/ 





(9) « = Ac 

est une constante numérique plus petite que Tunité. 
L'expression (5 bis) de rD devient 

rD=i r — a(? 4- ar) = (i — «*) r — a^. 
Or, en multipliant par (i — a^), on tire de (8') 

ce qui donne 

Les potentiels élémentaires sont donc 



(10) v/e+(i-«')(V4-Ç«)' 

(u=raF, V=:o, W = o. 

Les formules de transformation (i) étant à présent 

x=i^-\-ct, 7 = r), z = Kf 

les opérations différentielles 

d d d , d 
y -7-» -r y A 



dx dy dz dt 
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«^f'/ot «iffrimé^'» daa^ no4 ^ari^bU^ ;. r. !^. / par 



//£ -ir. < dl </; 



J'o«j, pourloul*? fonclion/'d<?4 *«ule5 Yarîabk^ î, t. T, 



"^ dr^ dv-' dz^ de- ~ '^' //r.- >f7 



On v^^if bien '{«•? 



^ //F -rit d , 
dt dr dl 



^'J^.^l la v«rrification «lirecte des éi|ualion<» i \) et ' 5) du Chapitre précédent. 

f.r^ expre^<»ion<^ explicites des forces électrooiagoétiques du champ dérivent 
de (\) et 'II), en j substituant les valeurs <^iof. Je nV insiste pas davantage, Ciir 
nu tel champ a déjà été très bien étudié ''S. 



CHAPITRE m. 

RKSOLUTÏON Dt PROBLÈME PROPOSÉ 



15. Données et mise en équation, — Un conducteur placé dans un champ 
électrostatique s*électrise par intluence. Un phénomène analogue doit évidemment 
se présenter lorsque le champ varie avec le temps. Seulement la distribution 
induite sera en général variable et il se produira des courants. 

Kn tout cas, la présence d'un conducteur dans un champ donné entraîne des 
modifications du champ. 

Selon notre point de vue la question de déterminer ces modifications revient 
au calcul des termes additionnels que la présence du conducteur introduit dans 
les expressions des potentiels retardés. En d*autres termes, il s*agil d^assigner les 
potentiels retardés correspondant à la distribution et aux courants induits sur le 
conducteur. 



(») IIkavisidk, Ëlectrical papers. Vol. II.— RiGiii, Sui campi eiettroma^/ietici e par- 
(icolarmente su quelli creati da cariche elettriche t da poli ma/^netici in movimento 
(Nuovo Cimento, 5* série, 1. II; août 1901 ). 
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Sans envisager ici le problème général, arrivons lout de suite au cas particulier 
qui forme l'objet de notre recherche. 

Une charge donnée m se meut alors avec une vitesse constante c parallèlement 
à un plan conducteur indéfini 7, le milieu ambiant étant Téther {Jig* 3). 

Fig. 3. 

y 

•» 

m. 



cb 




Choisissons un système d^axes mobiles û^l^, invariablement liés à m, ayant 
0" pour plan î^ = o, et m sur le demi-axe positif des Ç. Les coordonnées de m sont 
alors o, o, d"^ o, (fêlant la distauce constante de /n à t. 

S'il n'y avait pas de plan conducteur, les potentiels du champ seraient donnés 
par les formules (10) du Chapitre précédent en y changeant seulement!^ en Ç — d. 

Mais le mouvement de m donne naissance à une distribution induite (variable) 
sur le plan conducteur et il lui correspond un potentiel électrostatique F, et un 
potentiel vecteur U|, V| (W| est évidemment nul, car le mouvement de l'électri- 
cité a lieu sur le plan X^ = o). 

Les potentiels du champ, modifié par la présence du plan conducteur, se pré- 
sentent donc sous la forme 



(0 



ma 



r-î-^F., 



U = ^-hU„ V = V,, Wrro, 



en ayant posé pour abréger 



(a) 



A« = $« -h (I - ««) [y)« -+- (ç - dy]. 



Examinons maintenant à quelles conditions doivent satisfaire les inconnues F|, 
Ui, V| comme fonctions des variables $, r,, Ç, t. 

Tout d'abord, eu égard au fait que le phénomène est stationnaire par rapport 
aux axes û^2^, ces fonctions ne dépendront pas explicitement du temps t. 
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Elles sont toutes des potentiels retardés (correspondant à des distributions de 
surface sur le plan JJ = o); donc, d'après le numéro précédent, des solutions de 
Téquation 

(3) °/-('-^')S:^-^^-^^-^^ 

elles satisfont à Téquation (5) du Chapitre I, qui devient à présent 

'•^ " 7?r - "7/;" + V/r, ' 

elles se comportent partout, même à Tinfini et à la traversée du plan conducteur, 
comme des potentiels ordinaires (* ). Leurs expressions analytiques (sous forme 
d'intégrales doubles étendues au plan v = o) ne changent pas lorsqu'on change le 
signe de v Elles ont donc même valeur dans les points symétriques par rapport 
au plan ÎJ = o; elles sont en somme des fonctions de l'argument | !^ |. 

Les conditions caractéristiques, relatives au plan îÇ = o, peuvent alors être 
présentées sous la forme 

<,',, Mi, ('i étant la densité de la distribution et les composantes du courant 
induit. 

Ce sont de nouvelles inconnues dont, pour le moment, on sait à peine qu'elles 
doivent vérifier Téquation de continuité. 

Il ny a pas lieu d'en tenir compte, car c'est une conséquence de {\), En eirel, 

11* » • f d^\ df'i d^'i /» \ , . 

ladite équation ( -j- -f- -z h -,— = o, par rapport aux axes fixes) s écrit 






et cela résulte bien de (5) en ayant égard à (4). 

r.os équations (5) ne servent donc, peut-on dire, cju'à définir r,, i/,, r,. 

Los prémisses générales du Chapitre I ne nous donnant pas d'autres renseigne- 
ments sur les fonctions F,, l',, V,, on n'en a pas nsse/. pour les déterminer. 



(') On pourrait mihno dire, en se rapportant ini\ variables _1- _-, r ^ que les fonc- 

tions Fi, U|, V| Hont «les potentiels or«linaires de distributions axant pour sièf;e le plan Ç— o. 
Cent ce qui résulterait direetenient «le leurs expressi«)ns transformées. C'est d'ailleurs ce 
qui résulte tie ( ^), d'après la façon dont se eoinportent le«dites fonctions. 
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On devait s'y allendre, car jusqu'à présent nous avons trailé le plan conduc- 
teur simplement comme un siège d'électricité en mouvement. 

Or ce qui caractérise les conducteurs est bien quelque chose de plus précis : 
c^est la loi de Ohm, 

Pour les surfaces conductrices (isotropes) elle exprime que le courant est pro- 
portionnel à la composante tangentielle de la force électrique, et a la même 
direction. 

Nous devons donc poser 

(6) X = A/w„ Y = AA-(^, 

A* étant une constante, puisque nous supposons bien que le plan conducteur 7 est 
homogène. 

Quelle est la signification physique de cette constante kl 

Ayant choisi (n° 3) le système d'unités électrostatiques, AA* n'est autre chose 
que la résistance de l'unité de surface de notre plan conducteur, mesurée en 
unités électrostatiques. Or, si R^, Rto> Ro sont les trois nombres qui mesurent une 
même résistance, respectivement en unités électrostatiques, en unités électro- 
magnétiques et en ohms, on a ( ' ) 

Re=--A«R^, R,„ = io'Ro. 
Il s'ensuit 

A'=:AlO»Ro, 

d'où, puisque -^ = 3. 10***, 

A. 

'^ — 8 **0* 

La constante k est donc un trentième de la résistance de r unité de sur/ace 
du plan conducteur exprimée en ohms. 

Il est à peine nécessaire d'ajouter que, une fois trouvées Fi, U|, ¥<, on a, 
d'après (i) et les formules (I), (II) du Chapitre I, les potentiels du champ. 
Il faut, bien entendu, remplacer dans (I), (11) les symboles opéralifs 



par les équivalents 



d d d . d 
dx dy dz dt 



d d d d 

dl' dn' dt' ~^dl 



(*) Voir, par exemple, Mascart et Joubeht, Leçons, etc, 1. 1, p. 671-675. 

Fac. de T., 2" S., IV. 4 
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On a ainsi 

"1 

(III) , >!=-».<. -,^--Mi- 

"i 

N - ma --- T N, : 

(ht 



\ — — m{i — a-) - :- \i, 

((fi 

"i 

Z -. — m -., hZ,; 



on 



i < 



L. = 



(V) {M,--.- 



N 

















'/Il 



(VI) p,___._.,_^_ , 

Z. rr.- 



^/r, 



rcpréscnlcnl évideinmcnt les composai! les des forces éleclroniagnéliques du 
chanip provenant de la distribution et des courants induits sur le plan t. Les 
premiers termes, dans (111} et (IV), définissent, au contraire, le champ qui serait 
produit par le mouvement de /;/, s'il n'y avait pas de plan conducteur. 

Nous avons désormais tout ce qu'il nous faut pour aborder la résolution mathé- 
matique de notre question. En eflet, nous allons montrer que, en tenant compte 
des conditions qualitatives rappelées ci-dessus, les équations (1)ct (6) suffisent 
bien à déterminer F|, Uj, Vj. 
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16. Expressions analytiques des potentiels retardés. — Explicitons d'abord 
les équations (6) en y exprimant tout en fonction de nos inconnues F|, U|, V|. 
On a, d'après (IV)" et (VI), 

d- 
Y— -m _^_^* ^ 

dn dn d^ 

et, par suite, en remplaçant A W|, Aci par leurs valeurs (5), 

k d\}, dh\ d[]^ , ,, A 



1 2 71 c^l CI df dP ^ de 

(6') , isi ç ç s 

211 d\Z\ dn dl ~ dn 

Ces deux relations sont satisfaites en tout point du plan Ç = o. Il est aisé d'en 
déduire deux autres valables en tout point de l'espace. 

Remarquons pour cela que, d'après les propriétés dont doivent jouir F, , U|, 
Vi , les premiers membres des (6^) sont deux fonctions de Ç, Tj, | Ç|, holomorphes 
pour toutes les valeurs réelles de Ç, t| et pour |Ç| ;>o, se réduisant respective- 
ment à 

dt, dn 



pour I !^ I = o, et vérifiant l'équation 



a/ 



Les fonctions m(i — a^) -rri ni—r- elles-mêmes satisfont à toutes ces condi- 

^ ^ dc^ dn 

tions, pourvu seulement qu'on y remplace Ç par — |Ç| (autrement elles auraient 

des singularités au point m). 

Comme il n'en peut pas exister d'autres, on voit bien qu'en posant 

(7) V« = ?' + (i-aM[^'--i-(ICK^)'] 
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on lire des (6') les équations 

2^ dîV\ - -cii -^ ^ 7/r -''*(* -^") -cr, ' 

(8) ^ 1^1 ^ -^ 

vérifiées en lout point de l'espace. 

Il s'agit maintenant d'intégrer le système formé des équations du premier 
ordre (8), de 

et des équations du second ordre 

(9) DF.rro, nu, = o, nv, --.O, 

|D:^(.._«,)_ + __ + __J, 

qui sont bien compatibles, par des fonctions de Ç, ^? l^»!? Iiolomorphes dans le 
domaine indiqué lout à riieurc, et s'annulant pour | !J | := oc, comme^l convient à 
des potentiels de distributions situées sur le plan î^ = o. 

Les conditions aux limites (()') sont alors nécessairement satisfaites. 

Détermination deV^, — En dérivant la première des équations (8) par rap- 
port à S, la seconde par rapport à 'o, et ayant égard à (4), il vient 

r d^ ' 

ak d^V\ (in^ ^F, ,^Fi _ \ 

27T d\\\dl " dl^ ~" 'dn^ '^"^ dl*' -'" L^' """^ d^' 

d'où, à cause de 

ak dn\ dn^^ _ _ V 

•^-t: d\i:\(ti '^' d\'Z\' ' " "''d\^\'' 

En intégrant, par rapport à |!^{, depuis une valeur quelconque jusqu'à Tinfini, 
on ol)ti(Mit 

, , ak d\\ d\\ V 

'^r. d^ r/|Ç| d\Z\ 




car les deux membres s'annulent pour 1 2^ | r-: oo. 
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Dans cette équation mettons en évidence F| -h = comme fonction inconnue. 
Elle s'écrit alors 

d- 

. ,. ak d (^ m\ d (^ m\ ak V 

^ ^ i-K dl\ * V/ d\X,\\ * V/ 27r ^1 

et il est aisé d'en obtenir une solution par l'artifice suivant. 
Posons 

(11) T' = (?-4-^K)'+('-«')h'+(|Ç| + rf + F)']. 

tjL étant une indéterminée. 
On a évidemment 

D - r=0, 

T 

et en outre (t dépendant de |jl par Tinterraédiaire des arguments ;H jji , 



q +rf+u 



X ak X T 



^jm " 2 71 dt, d\ Ç 
D'après cela, la fonction 



('2) F. + ^ 



satisfait bien à l'équation (10'). Mais elle satisfait encore à 




°(F.-^f)-o. 



(M II est à peine nécessaire de faire remarquer que la fonction sous le signe — rf reslc 

a\ 

finie et continue pour toute valeur de ]x^o et devient infiniment petite du second ordre 

d\ 

pour jjL = ». Dès lors, l'intégrale de -j^ entre o et 00 a un sens ; elle est même une fonction 

régulière des arguments {, tq> |î| dans tout le champ réel (c'est-à-dire pour toutes les 
valeurs réelles de Ç, t), Ç); elle peut être dérivée sous le signe, etc. 
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s*annule à Tinfini et se comporte régulièrement pour toutes les valeurs réelles 

(le ;. T., !^, ajant seulement une discontinuité normale pour s =o (qui provient 

de l'argument j^j). H en est de même pour F4, dont on a ainsi achevé la 

recherche. 

En efTet, comme F| doit satisfaire à (10), son expression ne pourrait différer 

ak 
de (ly/) que par une fonction arbitraire de Ç H 1 Ç|. Mais, d'après les autres 

ak 
conditions qui sont imposées à F| , cette fonction de Ç H ] IJ | devrait satisfaire 

à Téqualion D/= o et s'annuler à TinTmi. Dès lors, elle est identiquement nulle, 
ce qui démontre Tunicité de la solution fournie par (12). 

Détermination de\\> — La seconde des équations (8) peut être écrite 

d\\ k d\\ d /.. m 

«; 1T. d\^\ dr\\ V 

Posons (y étant une nouvelle indéterminée) 



d'où 



4 =-. 



U)v.. = °' 



dl dl , dl 

xF; (tv d^ 2 77 a Ç 



Ayant égard à (12), on reconnaît sans peine que 



'''=<U, 'd, dâ 



(1 4 ) V, = m — / d^ I - —7- d^ 

est une solution de (8^). 

On s'assure, comme tout à l'heure, que celte expression de V| satisfait bien ù 
toutes les autres conditions, et c'est la seule pour laquelle il en soit ainsi. 

Une remarque s'impose toutefois à l'égard de l'intégrale double 






tr\ 

. ^ë . 

lanl cni'on n'a pus à la fois a -- k :— o, la fonction sous le siiçne -rr-r devient 
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infiniment petite du troisième ordre, lorsque le point représentatif (jjl, v) 
s'éloigne à l'infini d'une façon quelconque dans le premier quadrant. L'intégra- 
tion est alors légitime et V| est bien une fonction régulière de Ç, tj, | JJ |. 

Mais il ne serait pas permis de supposer à la fois a = k = o, puisqu'alors ^ ne 
dépendrait plus de v, et l'intégrale 

n'aurait pas de sens. 

Clierchons donc directement ce qui se passe pour V< (et pour U|) lorsque 
a =: k = o . 

Ce n'est pas difficile, puisque, pour a = o, quel que soit d'ailleurs A", on est 
reconduit au problème statique. 

11 s'agit alors de l'influence d'une charge électrique m (o, o, d) sur le plan 
conducteur Ç r=: o : U< et V< sont évidemment nuls, et il est bien connu que le 
potentiel électrostatique de la distribution induite se réduit à 



C'est bien ce qui résulte des (i5), (i4) et (12) en y faisant a = o. Mais en 
surplus, nous pouvons maintenant affirmer, à l'égard de Ui et V|, qu'ils s'an- 
nulent pour a = o, même si k est aussi = o, tandis que cette conclusion n'aurait 
pas été légitime d'après les formules (i4) et (i5), puisqu'elles n'ont plus de sens 
pour a = k =: o. 

Détermination de Ui. — Attendu la forme de V|, l'équation (4), c'est-à-dire 

dl -^-d^^'^ 

nous donne après coup 



'j^ oc -^4 00 



(i5) Ui — aF,=: — m — 

27:.,^ 






fonction régulière, etc. 

Il nous reste à vérifier la première des équations (8), qu'on peut écrire 

(8.) .|(U,-aF,)^A_jL(U,^,F,) 



d- 
d /„ m\ ak d /„ • m\ ak V 



(•-«'):7? F. + w+r-TTT-, F, + =='«- 



di\ v; 27î(/|çiv v; 27:rf|çi 
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Son premier membre, en y introduisant pour U| — «Fj, F< -f- =- leurs 
valeurs (i5), (12), devient 



— m 



-(.--«W ^7^F+^/ ^.'^'J 



Mais à cause des identités 



d— . c^— • d- 

(? A- G _ G 

r/; Si 7: t/ 1 Ç I ~" t/v ' 



G/v=o • \^7v = « 



rinlégrale double se réduit à 



I 



dn 



?^^F» 






dont la somme avec — (1 — a^) J 'jfT ^^y- pc"t être remplacée (à cause de 

D - - - o ) par 



I 



Le premier membre de (8^,) n'est donc autre chose que 



,'- 



* / I 

ak j ^' ( ^^ "^ 



— m - / r : • \ " -f- -.T-^r, / ^'f^- 



I 



Comme on a 

, d- d d 

ak T T T 

'}. t: de, d\^\ ~ fftj. 



T,l;i' (0, 



..: O, 



LE CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIOt'E ENGENDRÉ PAU lA TRANSLATION, ETC. 33 

il reste bien 

277 a| ; I 

Remarque. — Les quadraliircs indiquées dans les formules qui donnent F|, 
U,, Vi peuvent toutes être, eflectuëes à l'aide des transcendants élémentaires. 
Ainsi, par exemple, en posant 



Ci 



^? + (i-«')(|Ç| + ^0 



1-^2 — 






y 



on obtient 



• oo 



/ r 



cl? -'^ ^- 



' \/'-'''-ï^^(^V'-'"-îlO 



d'où 



Si 



... -, m ak - 27: 

( I 2 bis) fr 1 -H ^ = — /" 77:1 






.C'est une expression assez peu instructive, dont, d'ailleurs, on n'aura ])as 
besoin dans la suite. 

Les expressions de L\ et de V| sont encore plus compliquées. Je ne les trans- 
cris pas, parce <|ne je n'aurai pas non plus occasion de m'en servir. 

17. Etude des fonctions F|, Ui, V| pour les petites valeurs du para- 
mètre a, — L'expression (i'>.) de F, est valable pour toutes les valeurs (réelles) 

de a et de A", l'intégrale 

•* I 

étant une fonction régulière de $, r,, | ^ |, même pour a •=. k =^ o. Montrons que, 
comme fonction de ces paramètres aussi, elle est holomorpbe dans le domaint* 
de a r:= k = o. 

On pourrait le déduire de (\->. bis). Ce serait une vérification a posteriori 
exigeant le calcul préalable de l'intégrale; il vaut peut-être mieux s'en rendre 
compte directement comme il suit. 

Fac. de T., i* S., IV. 5 
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Parlons de ridenlilé 



• I . /-»: 






cliangeons, dans la seconde intégrale, |jl en - > et posons 

TÎ = ^,xï+^y+(i-a')[|i*'r,' + (n-|i*|Ç|+fx./)'], 



Il vionl 






• - 'ï •-' 



Dans le second membre, la fonction sous le signe est bien une fonction holo- 
morphe de a et de A*, au voisinage de « = A* = o, pour toutes les valeurs de [x 
comprises dans l'intervalle d'intégration. (En effet, ni t, ni T| ne s'annulent dans 
cet intervalle, lorsqu'on y fait a = k = o.) 



"hI 



Cela suffit pour nous assurer qu'il en est de même de l'intégrale f -^ rf(A. 

F| se comporte donc régulièrement pour les petites valeurs des paramètres 
a et k. 

Elle est, par conséquent, développable suivant les puissances de a et de A\ 
Occupons-nous particulièrement du développement suivant les puissances 

de a. 

Les expressions de t et T| montrent que, en envisageant a comme une variable 

complexe de module non supérieur à Tunité (quelles que soient les valeurs réelles 

de S, Y|, Sî réelles et non négatives de A*, [jl), les modules de t-, t^ ne peuvent pas 

descendre au-dessous de 

dés qu'on suppose 

k 
— <i. 

2 71 

Donc ni t ni *7< ne s'annulent tant que 
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el l'on en conclut : 

F| est une fonction de a, certainement holoniorphe à V intérieur de la cir- 
conférence I rt I == I . Son développement en série de puissances de a est donc 
toujours convergent (a étant ici < i), pourvu seulement que l'on ait 

(t(>) — <i. 

271 

Les fonctions U| et Vi ne sont pas holomorphes pour a = k = o. 

La recherche des singularités dont elles sont affectées pour ce couple de 
valeurs nous entraînerait trop loin. 

Les remarques suivantes suffisent pour notre but. 

Tout d'abord, dès qu'on suppose A- > o, U| et V| sont des fonctions holo- 
mophes de a^ au voisinage de a=z o. 

On le démontre sans peine en changeant, dans les intégrales doubles à Taide 

desquelles s'expriment Ui et V|, v en —r- (ce qui implique justement que k soit 

différent de zéro), et en vérifiant ensuite que les fonctions sous le signe restent 
holomorphes au voisinage de a = o, dans tout le champ d'intégration. Il va sans 
dire que, le champ étant infini, la vérification doit être conduite avec les précau- 
tions nécessaires, conformément à ce qu'on vient de faire pour Tînlégrale simple 
exprimant F|. 

Cela nous assure que U| et V| sont développables suivant les puissances de «, 
pour a assez petit. Mais si Ton cherche, comme ci-dessus, à fixer une limite 
inférieure pour la validité du développement, on est conduit à la condition res- 
trictive 

I 



a\< 



s/'-^i-k^^) 



Les développements de U| et V| suivant les puissances de « ne convergent donc 
(ou du moins on n'a pas le droit d'affirmer qu'il en est ainsi) que sous la con- 
dition 

(17) ^< 



V/'-^(â^T 



) 



Pour les valeurs numériques de a et de k^ qu'on peut présumer dans les con- 
ditions expérimentales ordinaires (voir le numéro suivant), l'inégalité (16) est 
toujours satisfaite; mais il n'en est pas de même pour la (17), et l'on devrait par 
suite renoncer à développer U| et V| suivant les puissances de a. 
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On peut lourncr la difliculté en moililianl un peu la forme du développemenl. 
Posons 

(i8) /i=—j-, 

(fc») (?^/*= (;4- ^ fJi-+-/*vy-+-(i-rt:5)[rr + (|Ç|-hr/-+-fx-f-v)*]. 

l^cs expressions (i ^) el (iS) de V| et de U| — ^/F|, après le changement de v 
en -77- V, peuveiït être ecrilcs 

A' 



• « -'«JD 



(iV) V, = ma 

f. 



/ ''''./ Tîîk''^'' 



• » ^«30 



a I dix / — r-r- av. 



( 1 5' ) IJ, — ^ F, =: — m 

Pour toutes les valeurs réelles de ç, r,, v, réelles el non négatives des para- 
mètres h et A', la fonction Ç'- (de la variable complexe a) ne s'annule pour aucune 
valeur de a, à Pintérieur de la circonférence 1 r/ 1 = i ; en supposant, bien en- 
lendu, f|ue Pinégalité (16) soit satisfaite. On le vérifie aisément d'après Pexpres- 
sion (19) de G'-. 

Il en résulte celte circonstance importante : 

f^es dih'eloppcmenls des inlcgrales doubles 

• » '«30 «X ,'*'"'■ , 

sinvftnl 1rs puissances de a, lorsqu'on y Iraitc h comme un paramètre (pou- 
vant prendre, d'ailleurs, une valeur rpielconcpie) sont com^ergents, pour \a\ <i\y 
sous la seule condition (16), qui garantit également la XHtlidite du dés^elop- 
pement de F, . 

18. Expi^essions approchées lorsqu^on néglige les termes en a-. — Carac- 
tères généraux du champ. — Au point de vue des applications pliysicpies, on 
peut traitera? et A* comme des quantités 1res petites. 

Pour nous rendre compte de Tordre de grandeur, supposons, par exemple, que 

la vitesse de la charge mobile soit de 3oo'" par seconde (ce qui est déjà assez exa- 

f;èré ); il vient alors 

3oo . I o* 

3.io'« 



Cl = -r, TT- = lO~*' 
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Supposons que le plan conducteur o- soit une pla(juc de cuivre de l'épaisseur 
d\in millimètre. 

Si «^ est l'épaisseur de la plaque, /• sa résistance spécifique (exprimée en ohms"), 
on aura, d'après le n" 15, 

3o 60 g 

A présent 

/• HZ 16. lO""', 

à peu près, et 

.—1 . 



^=riO- 



il en résulte donc que l'on a à peu près 

AzziJ 10-% 

La condition 

(16) — <i 

27: 

est bien vérifiée (et le sera toujours, de quelque façon que l'on modifie les condi- 
tions expérimentales). L'inégalité (17) ne l'est pas (mais on pourrait y satisfaire, 
soit en remplaçant le cuivre par un métal plus résistant, soit en supposant la 
plaque plus mince). 

Pour avoir des expressions approchées, valables en tout cas (et plus que suffi- 
santes dans la pratique non seulement pour l'analyse qualitative, mais aussi pour 
la discussion numérique du champ), il convient de développer suivant les puis- 
sances de rt, en ayant soin, bien entendu, de traiter les intégrales doubles (i4') 
et (i3') comme il a été indiqué au numéro précédent. 

On pourra bien se contenter des termes du premier ordre en a, car les 
termes d^ ordre supérieur sont absolument négligeables. 

En eflfet, dès que le rayon de convergence des développements dont il s'agit 
est l'unité, on est assuré que la somme des termes d'ordre supérieur au premier 

ne dépasse pas, pour \a\<C—y 



1 — n \a\ 



où /i >- 1 et où ;)PL est le module maximum des valeurs que la fonction correspon- 
dant à la série prend sur la circonférence \a\ ■= -• 
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Par celle voie il serait aisé de vérifier en toute rigueur que, pour les trois 
fondions 

les restes (après les termes en a) ont des valeurs numériques tout à fait négli- 
geables, même si la vitesse de conveclion atteignait quelques kilomètres par 
seconde. 

Cela posé, arrivons à Tévalnation effective des expressions approchées. 

On a, roui d'abord, en négligeant rt*^, 

(7') V^=:3^«4-V-h(K|-i-t/)«. 

Comme, d'autre part, les seconds membres des formules (i*^-)» 0-1 ) ^^ {^^) 
contiennent a en facteur, on peut poser « = o dans les fonctions t et Ç'. Les 
expressions de ces fonctions se réduisent alors à 

(ICj') C^'- ::= (4 4- hv)' -f- ri* -h ( I Ç I 4- t/ ^- fjl 4- v)^ 



Il en résulte 



/ 



'\ii 



^ , i 



d'où, en posant pour al)réger, 



(12') 1^, = -- Y ^-'^^— ?/• 

D'après (V^), pour former les composantes de la force magnétique, on a besoin 

, <fV, ^IJ, ^U* àN X , ,, , ,XT\\ I WT ^r 

de -^j -^1 — -Tr> pendant que, d après (VI), les ternies en U| et V| , 

dans les composantes de la force électrique, résultent du second ordre et doivent 
par conséquent élre négligés. 11 convient ainsi d'évaluer directement 

d\\ ^U, ^U, d\\ 
au lieu de U| et V|. 
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On peut écrire, d'après (i4')î 



=:; m 



'/|Ç| 



"il '''ki dw\'^' 



mais, en tenant compte de ce que 






rintégrale intérieure se réduit à 



(^: 



{X=0 



et, par suite, ,. ^. a 



d 



"'"kl dn 



léL.vv. 



Le calcul de l'intégrale donne 



/ df ^ '■^— ""'^?* 



e.o ^^' 



en ayant posé 

(21) 91=: 

Il vient donc 



V(v/i-+-/<-V-HA^-f-|Çl-i-^/) 



(.4) 7/rrf-'"^-7/r 



On trouve de même 



d d(rto) 

(U, — aFi) = — //ir/ 



d'où, en négligeant dans aFt les termes du second ordre, 



(.5") 
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Quant à —— -p} 9 les formules (i4') et (iT)'), en remarquant que 



; r: > 



(lonnenl 



• » •■ •» . 



^l, fi\\ ri I . d I 



^ ^' , d\\ 



vi il resle, comme (-i-dessus, 

'Jlil ^^ -ntal —— ^^"^' 
dt) dl |_ dxi 

On a évidemment 

d\], ^ d\}, d\\ ^ d\\ 




>elon que ^ <». 

Les composantes de la force magnétique provenant du plan conducleur 7 sont 
dotjc, d'après (V), 

L, izr ma — 17=^) 
^4 



(>') / M. 



-djrr^^'-dTy 



A, — ma I j- -+ jj-;^.- 

drt d 




iiour <C >' o, el 



, dinp) 

L, - — /;i« — 7.,- - > 

d ' 

l>our "C C <>. 
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La force électrique dérive du polenliel 
(VI') F.=-^-hm^$/. 

Voilà les modifications du champ dues à V influence du plan conducteur or. 

Considérons d'un peu plus près ce qui se passe pour Ç < o, c'est-à-dire au 

delà de l'écran conducteur (r, par rapport à la charge mobile. 

On a alors 

V=iA=:Pm, 

el, comme on doit négliger a^, les formules (III) deviennent 

î — ^(^y) 

Là = — ma — jsr— > 

^ df\ 

vi =■ ma , . ^ . = — ma — ^5*— • 
« I Ç I «s 

Il s'ensuit que (aux termes en a^ près) la force magnétique totale au delà de 
l'écran conducteur dérive du potentiel 

ma-nc^» 

La force électrique totale dérive également d'un potentiel; ce potentiel est 

ak ^ 
m — If. 

C'est une expression à peu près du second ordre, par rapport à a, vu que k a 
même ordre de grandeur que a, La force électrique est par suite négligeable. 
Le plan conducteur, qui est un diaphragme parfait pour les actions électrosta- 
tiques, Teât ici encore, aux termes du second ordre près. 

La force magnétique est modifiée par l'interposition du conducteur; l'ordre 
reste toutefois le même. 

Détaillons ce qui se passe aux points immédiatement au-dessous de la charge 
mobile, c'est-à-dire aux points M(o, o, Ç<^o), situés sur le prolongement de la 
perpendiculaire mû, abaissée de m au plan conducteur or. 

On a pour ces points M 

/ — _ ■/ 1 %* • — : — tt; — — r= ttt — - ■ ^ > 



2(|C|-+-^)*"~2(Ç- €/)«"" 2 



M/n 



9 = 



Foc, de T,, 2* S., IV. 
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et les composantes des forces électrique et magnétique sont, par suite, 

ak I 



m 



I > 




ma 

1 


I 


• > 


o> 


^ Mm' 


o. 



H-v/i4-/i* Mm' 
Remarquons que, lorsque le plan conducteur n'existe pas, les composantes de 

d{ di 

la force magnétique sont o, — ^^'Zïf^ ma--r-j et elles se réduisent, pour les 

points M, à 

I 
o, — ma ^ > o. 

Mm 
On en conclut : 

La force électrique (négligeable, d'ailleurs, comme il a été observé), aujo 

points M, est inversement proportionnelle au carré de la distance lA.ni et 
directement opposée à la confection, 

La force magnétique est aussi inversement proportionnelle au carré de la 

distance Mm, et est dirigée selon la règle d^ Ampère par rapport à la 
trajectoire de la charge mobile. Elle est à celle qui agirait au même point M, 

s'il n'y avait pas de plan conducteur, dans le rapport de •- à i 

1 -H \Ji-k- /** 



( 



h = , étant ordinairement un nombre fini ). 



L'interposition du conducteur réduit donc la force magnétique delà moitié au 
moins, mais la réduction est d'autant plus grande que la résistance k de la plaque 
conductrice s'affaiblit. 

Au cas limite d'une conduclivité infinie (A:== o, h =00), la force magnétique, 
de même que la force électrique, s'annulerait partout au delà du plan. Celui-ci 
serait alors un écran parfait pour toute action électromagnétique. 

19. Cas d^une charge se déplaçant avec la vitesse de la lumière, — Les 
expressions générales de F|, U|, V|, assignées au n** 16, sont valables pour toute 
valeur de a -< i . Comme elles admettent des limites bien déterminées pour a = i , 
elles restent applicables même dans ce cas. 

Les équations (7), (i i) et (i3) donnent, pour a = i , 



V=U|, T = 



y, ak 



G = 



^ ak 

tH fx -H«v 
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de façon que 

,di di di 

2t: d^ dix dn 

Il YÎent alors, d'après (12), (ï4)> ('5), 

F,=U, = V,^o, 

c'est- à-dire : 

Dans le cas limite où la vitesse de convection serait égale à celle de la lumière, 
la présence du plan conducteur ne modifie aucunement le champ électromagné- 
tique. 

20. Remarque, — Le cliamp électromagnétique, dû à un système quelconque 
de courants constants^ n'est pas altéré par la présence d'un plan conducteur (ou 
plus généralement d'un système .quelconque de conducteurs). 

C'est un fait d'expérience bien connu, qu'on doit naturellement retrouver par 
nos formules. 

Envisageons le cas du plan indéfini et rapportons-nous cette fois aux axes fixes 
X, y, z. 

Soient F', U', U', W les potentiels correspondant au système donné de cou- 
rants. Comme les courants sont constants, ces fonctions ne dépendent pas de t. 

Soient, d'autre part, F|, U|, V|(W| = o), les potentiels inconnus correspon- 
dant à la distribution et aux courants induits sur le plan. Evidemment ils ne 
dépendront pas non plus de t et seront, par suite, des fonctions harmoniques. 

On doit les déterminer d'après les équations [(5) du Chapitre I, (6) de ce 
Chapitre] 

En tenant compte du fait que F = F'-|-F|, U=LJ'h-U|, ..., que 

Wi = n— ^» Vk-=. rr-^> Quc U', V, W satisfont aussi à la première 

*ni d\z\ 27r d\z | t ' ' ^ 



équation, et en remplaçant X, Y par leurs valeurs (II), il vient 

dx dy dx^ ^' 11: d\z\ dy^ ilti d\z\ 

les deux dernières équations devant être vérifiées seulement pour z = o. 

On satisfait bien, et d'une façon unique, à toutes les conditions imposées à F|, 

U|, V|, en prenant 

U,^V,=o, 
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et en déterminanl la fonction harmonique F|, qui prend sur le plan ;? = o la 
valeur — P et se comporte régulièrement dans tous les autres points de l'espace. 

Le conducteur n'exerce donc aucune perturbation magnétique sur le champ 
des courants donnés, puisque son potentiel vecteur s'annule. 

L'influence sur la force électrique s'évalue comme en électrostatique. Il devait 
bien en être ainsi, du moment qu'il s'agit d'un régime permanent. 
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Dans le Tome II de son Traité d'' Analyse, page 285, M. Emile Picard écrit : 

<( Deux aires A et A|, limitées chacune par un même nombre de contours, ne 
peuvent pas, en général, être représentées d'une manière conforme Tune sur 
l'autre. L'étude approfondie de ce problème a élé faite par M. Schottky dans un 
beau et important Mémoire (*). » 

Plus loin, même Tome, page 497 > ®° note, M. Emile Picard écrit encore : 
« Nous avons déjà eu l'occasion de citer le beau travail de M. Schottkjr; c'est un 
Mémoire fondamental à plus d'un titre. » 

C'est ce Mémoire que j'ai essayé d'exposer. 

Dans la dernière Partie, j'ai traité avec quelque détail le cas de la connexion 
double. 

I. *— Problème de la représentation conforme dans le cas de deux aires 

SIMPLEMENT CONNEXES. 

1. Je considère une aire plane A, limitée par une ligne fermée simple L (c'est- 
à-dire une ligne fermée qui ne passe pas plus d'une fois par aucun de ses points). Je 
supposerai que cette ligne a en chacun de ses points une tangente déterminée, et 
variant d'une façon continue, sauf en certains points isolés, où cette tangente peut 
changer brusquement de direction. C'est ce qui arriverait, par exemple, si la 
ligne L était un polygone dont tous les côtés seraient des arcs de cercle. 

(*) ScHOTTKT (F.), Veber die conforme Abbildung mehrfach zusammenhàngender 
ebener Flâchen {Journal fur die reine und angewandte Mathematik, t. LXXXIII, 
p. 3oo-35i; 1877). 
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Plaçons celle aîre sur le plan dont les points représentent les valeurs de la 
variable complexe 3 = a: 4- iy^ 

Je regarde comme démontrée la proposition suivante : Il existe une fonction 
réelle, w, et une seule, des variables réelles x et y, qui à l'intérieur du domaine A 
est uniforme, linie et continue, admet des dérivées partielles des deux premiers 

ordres, également uniformes, finies et continues, satisfait à Téquation aux déri- 

d^ u d^ u 
vées partielles -r— r 4- -^-^^ = o, enfin prend sur la limite du domaine des valeurs 

données à Tavance, ces valeurs formant une suite finie, continue et uniforme (*). 

Soit/>(2) une fonction rationnelle quelconque de v, assujettie à la seule condi- 
tion de rester finie tout le long de la limite L du domaine A. 

Posons 

/>(-) =Pi{^> y) H- «>î(^» y) ; 

P2{^} y) est une fonction de x et dey, à coefficients réels, dont les valeurs le 
long de L forment une suite finie, continue et uniforme. 

Donc, d*après la proposition rappelée plus haut, il existe une fonction, 
u ='];(jr, j^), à coefficients réels, et une seule, uniforme, finie et continue à 
rintérieur du domaine A, admettant des dérivées des deux premiers ordres, éga- 
lement uniformes, finies et continues, satisfaisant à Téquation 

enfin prenant sur la limite L de A les valeurs de pai^i y)» 

Dans le cas particulier où la fonction /?(2) n'aurait pas de pôles à l'intérieur du 
domaine A, la fonction u = ^{^^y) serait la fonction Pii^^^y) elle-même. Gela 
tient à ce que le problème de Dirichlet n'admet qu'une solution. 

Je dis qu'il existe une fonction ^{x^ y), à coefficients réels, telle que 
y(x, jk) -h ^'^{^1 y) soil une fonction de ^H- iy : si la fonction existe, elle doit 
satisfaire aux équations 

â(^ d']> â^ _ â^ 

âx ~~ dy âf ôx 

Je déduis de là 

do 7=1 -^dx -^ -2 dy =: -j^dx r^ dy. 

OX ôy " dy ôx ^ 

D'après l'équation (i), le second membre est bien une diirérentielle exacte. 
Considérons Tintégrale 



(*) Voir la Thèse de M. Jules Riemann, Sur le problème de Dirichlet, p. 5 et 6. 
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prise le long d'un chemin joignant un point (a, b) intérieur au domaine A, à un 
point (Xj y)^ également intérieur au domaine A, ce chemin étant tout entier à 
l'intérieur du domaine A. 

Cette intégrale a la même valeur, quel que soit le chemin choisi à l'intérieur du 
domaine A, pourvu que les e&trémités de ce chemin soient toujours les mêmes 
points (a, 6), {a:,y). 

Cela résulte de ce que cette intégrale, prise le long d'un chemin fermé, inté- 
rieur au domaine A, parcouru dans le sens direct, peut se remplacer par l'inté- 
grale double 

étendue à Taire incluse à l'intérieur du chemin. 

Or cette intégrale double est nulle en vertu de l'équation (i). 
Soit donc 



'^^'""^^diP^-p^)'' 



f{x^y) est une fonction uniforme, finie et continue à l'intérieur du domaine A» 
puisque, à l'intérieur du domaine A, -^ et -~- sont, par hypothèse, finies et 

continues. 

La fonction ^{Xy y) -^ i^{x^ j-) est une fonction de x -i- iy. Désignons-la 
par /{z). 

Elle est définie à une constante réelle près, et cela à cause du point (a, b) qui 
a été choisi arbitrairement dans le domaine A. 

Cette fonction /(z) a, dans l'intérieur du domaine A, le caractère d'une fonc- 
tion entière. 

Elle prend sur la limite L du domaine A des valeurs dont la partie imaginaire 
coïncide, en chaque point de L, avec la valeur de la partie imaginaire de la fonc- 
tion rationnelle />(>s). 

Enfin, formons la différence 

Nous obtenons ainsi une fonction K(2) qui, à l'intérieur du domaine A, se 
comporte comme la fonction rationnelle/? (5), mais qui prend sur L des valeurs 
réelles. 

Cette fonction est déterminée à une constanle réelle près. 

Dans le cas particulier où la fonction /7(^) n'aurait pas de pôles à l'intérieur 
de A, p{z) serait une des fonctions /( 5) et K(5) serait une simple constante 
réelle. 

Nous aurons souvent à nous servir de cette remarque. 
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2. Nous parvenons ainsi à la notion de fondions K.{z) se comporlant à Tiolé- 
rieur du domaine A comme des fonctions rationnelles, et prenant sur la limite L 
du domaine des valeurs réelles eV finies. 

Toutes les fonctions K(5) ainsi trouvées sont de la forme/? (s) — /{^)^ p(^) 
étant une fonction rationnelle de 2, et /(z) ayant le caractère d'une fonction 
entière à Tintérieur du domaine A. 

Je dis qu'il n'en existe pas d'autres ayant les mêmes propriétés. 

En effet, prenons une fonction K(z) se comportant à l'intérieur du domaine A 
comme une fonction rationnelle, et prenant sur la limite L du domaine A des 
valeurs réelles et finies. 

A chaque pôle a de K(5) situé à l'intérieur du domaine A, on peut faire corres- 
pondre un polynôme Ga{z)j entier en 5, tel que la différence 



'^(^)-«"(j:b) 



reste finie dans le voisinage de z =^ a, 
La fonction 

OÙ le signe ^ s'étend à tous les pôles de K.(2) situés à l'intérieur du domaine A, 

sera donc finie à l'intérieur de ce domaine. Désignons-la par — fi^)» 
Alors 

k(.-)-2g<.(-^)-/(.). 

La fonction K(^) a bien la forme indiquée. 

Chaque fonction K.{z) est déterminée à une constante réelle près lorsqu'on se 
donne la fonction rationnelle p{z) qui sert a la former. 

Si, au contraire, on se donne une fonction K(s), la fonction /?( 5) qui corres- 
pond à K(v) n'est pas déterminée : seule la partie de p{z) correspondant aux 
pôles de K(^) intérieurs au domaine A est complètement déterminée. 

3. Considérons les fonctions K(^) correspondant, l'une à la fraction rationnelle 

p(z)=z , l'autre à la fraction rationnelle p(^z)=:- > a désignant un 

nombre complexe dont l'affixe est un point intérieur au domaine A. 

Soient i/| la fonction K(3) correspondant à ;; et l'i celle qui correspond 

i 
a • 

z — a 
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Dans le voisinage du point a, Ui et Vi auront des développements de la 
forme 

lii = \- a^ -{- ax{z — a) -\- at{z — aY -^ , , , y 

s "~~ Cl 

m 

t'i = ■;: h ^0 -H ^iC-S — «) -h 6,(3 — «)* 4-. . ., 

C ~~' Cl 

011 

ao -h ai{z — a) -^ a^{z — ay -^ . , , y b^ -^ bi{z — a) -^ bf(z — ay -\- , , . 

représentent les premiers termes de deux séries entières convergentes à Fi nié- 
rieur d'un cercle décrit de a comme centre et tout entier contenu dans le 
domaine Â. 

Les coefficients ao, a^, eza, ... ; 60? ^o ^29 • • • sont complexes. 

Définissons deux nombres réels g el h par la condition 

et considérons la fonction 

C'est une fonction K(z) : car elle se comporte à l'intérieur du domaine A 
comme une fonction rationnelle, et sur la limite du domaine elle prend des valeurs 
réelles et finies. 

Elle ne peut avoir, à Tintérieur du domaine A, que le pôle a. 

Or on a 

Mais 

iii — g-hi{i'i-'h) = {ai-hibi){z — a)-{'(ai-{'ib2){z — ay-h.^., 

iit — g-'î{^i — à)= T^—- -h a^ — g — i(bo— h) -^ {a^ — ibi){z — a) -h . . . . 

4» •"" Cl 

Le produit sera fini pour z = a. 

Cette fonction K.{z) n'a donc pas de discontinuités à l'intérieur du domaine A. 
Par suite, c'est une constante réelle, nécessairement positive. Désignons-la 
par R^. 

On a 

{u,^gy-^(ç,^hy=RK 

On peut poser 

Ui — g^= -, — (r, — /i) z=R -; 

Fac. de T., 2* S., IV. 7 
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a'oîl 



Bref, 






^ _ — «1 -i- ^ _ — R + ( A — t^) 



en sorle que t esl aussi une fonclion rationnelle de Ux cl r|. 

-i. Soil a un point intérieur au domaine A. Considérons la classe spéciale des 
fonctions K(z) qui n'ont pas d'autres pôles que a, à Tintérieur du domaine A. 
Désignons ces fonctions par A*(>3). 
^/i et ^1 sont deux fonctions k particulières. 
L'expression générale des fonctions A* est 

o\xf{z) a le caractère d'une fonction enlière à l'intérieur du domaine A, et où 
p{z) esl de la forme 

Ai-+-Bj« Aj-i-B,/ . A,;i4-B,„ i 

' ^ ^ z — a {z — ay (s — a)"* 

Soient en général Uj la fonction k{z) relative à rrz. — w' ^^ ^J '^ fonclion k{z) 

relative à —,> 

(z — a)J 

Il est clair que Ton aura 

A(w) r= AiW| -H A,w, H-. . .-h A,„w„, 
-hBi^, -hB,^^, 4-.. .-i-B,„(^,„. 

En effet : i** l'expression trouvée est bien de la forme /?(s) — /{^)y ^'' sur la 
limite L de A, elle est réelle et finie. 

Je dis que uj et i^y sont des fonctions rationnelles à coefficients réels de M| et 
de Vi et, par conséquent, de t. 

Pour Hj et (^y le point a est un pôle d'ordre y. 

Il en esl de même pour u^^ et v^^ . 

Comparons ces fonctions : 

i" «■( est une fonction k(z). Elle est donc de la forme 

u{ =: aj w, -h a, «/, 4- . . . 4- ocj iij 
les constantes ai, aj, . • •, ay, ^i, ^j? • • - > ^y étant réelles. 
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D^allleurs, on a 

donc 

Jim (5 — ay u{ = i^ 

s =a 

donc 

ay=I, (3y = 0. 

On conclut alors de la formule précédente que, si 

sont exprimables en fonction rationnelle à coeffîcients réels de tj il en sera de 
même de uj. ' 

2° Formons maintenant la combinaison 

iii C0S9 -h i't sinç, 
(p étant réel. 

(«/i cosîp -j- v'i sinçpy est une fonction A'(2) admettant le pôle z = a avec Tordre 
de multiplicité y. 

On peut donc poser 

(Ml COS94- ^i sin9y = yi Wj-H yi«i -h. . .-hyjiij 

les constantes Yi> Y2, • • • » yy» et 8|, 82, . . •, ùj étant toutes réelles. 
Mais on a 

lim(5 — a)(i/iC0S9 H- t^t sin9) =:cos9 + / sin9, 

donc 

lim(w — «)>(£/, COS9 -h ^'i sin9y = cosfy^) H-isin(y9), 

z=zn 

donc 

yy = cos(y>), dj =isin(y*9). 

On pourra toujours choisir f de manière que 8y ne soit pas nul. 

Alors de la formule précédente on déduit que, si W|, Wj, . . ., wy, p,, 1^2, . . ., 
i^y_i sont exprimables en fonction rationnelle à coefficients réels de t, il en est 
de même de t'y. 

En résumé, uj et vj s'expriment en fonction rationnelle de ^ à coefficients 
réels. 

Donc toute fonction k(z) s'exprime en fonction rationnelle de ^ à coefficients 
réels. 
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5. J'envisage maintenant une fonction K(z) quelconque. 

J'appelle ^i, 22, . . ., Zn ceux de ses pôles qui sont à Tintéricur du domaine A 
cl dont les ordres sont respectivement gt , g^j . . . , g,t. 

J'appelle U|, Ua, ..., U« les valeurs de Ui en ces points, etU',, U^, ..., U^, 

les valeurs conjuguées. 

Posons 

P =r(e/,-U|)^.(f/|-UO^«...(«i-U«)^'', 

p' = (e/,-u;)^.(i/j-u;)^....(c/i-u'j^-. 

La fonction PP'K(5) est une nouvelle fonction K(2), car elle est réelle et flnîe 
sur la limite L du domaine A, puisque PP' est une fonction entière de ï/| à coef- 
ficients réels. 

Voyons maintenant ses discontinuités. 

En premier lieu, elle n'a aucune de celles de K(>3). En effet, soit zj une discon- 
(inuité de K(z). 

(z — Zj)fjK.(z) a le caractère d'une fonction entière dans le voisinage de ^ = zj. 

D'ailleurs 

L'expression -^ — -^ est donc finie dans le voisinage du point z = Zj, Ainsi la 

fonction PP'K(z) n'a aucune des discontinuités de K(>3). Mais elle a la disconti- 
nuité z = a. 

C'est d'ailleurs la seule. 

C'est donc une fonction A* (z). Par suite, c'est une fonction rationnelle de ^ à 
coefficients réels. 

Il suit de là que K(z) est une fonction rationnelle de / à coefficients réels. 

Ce raisonnement suppose que parmi les discontinuités de ^{z) ne figure pas a. 
Si a est un pôle de ^{z), on le mettra à part; on ne le comprendra pas dans la 
suite z^ ^ Z2^ •••, Zfi» 

Réciproquement, si l'on considère une fonction rationnelle de /, à coefficients 
réels, si cette fonction reste Jinie sur la limite L du domaine A, c'est une fonc- 
tion K(>3). Mais il peut se faire que la fonction rationnelle de / (à coefficients 
réels) envisagée soit infinie en certains points isolés de la limite. Nous la dési- 
gnerons dans la suite par la notation [K(2)]. 

6. Si dans l'expression 

on remplace Ut et (^1 en fonction de z, on obtient une fonction t de z. 
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Je disque celte fonction réalise la représentation conforme du domaine Â sur 
le demi-plan nord; ^ a le caractère d'une fonction entière à l'intérieur du 
domaine Â. Sur la limite L, t est réelle, finie et continue, sauf si>l'on a 

Je dis maintenant que, le point z décrivant le domaine A tout entier, sans 
répétition, le point t décrira le demi-plan nord, tout entier, sans répétition. 

II faut démontrer : 

1^ Qu'à tout point z intérieur au domaine Â correspond un point / du demi- 
plan nord, et un seul ; 

2® Qu'à tout point t du demi-plan nord correspond un point ^, et un seul, inté- 
rieur au domaine A. 

I® Soit Zq un point intérieur au domaine A. 

Je considère la fonction rationnelle p{s) = ■;;; —' 

z — Zq 

Je forme la fonction K(^) correspondante. 

C'est une fonction rationnelle de / à coefficients réels. 



Soit maintenant p^(^z)= j-; soit Ki(5) la fonction K correspondant à 

z — "^^^ 

On a 

Ri(/) désignant une fonclion rationnelle de t à coefficients réels. 
Â 3 ^ 2| correspond la valeur 

/o= {(s«); 



mais 



K.(g)_R.(0 
K(2) - R(/) 



En y faisant x = Zo, il vient 



• _ Ri(^.) 
R(^o)' 



et puisque K.(/), Ri(^} sont des fonctions rationnelles à coefficients réels, to est 
imaginaire. 

Je dis de plus que le point to est dans le demi-plan nord. 

Tous les points t correspondant aux points ^ intérieurs au domaine A sont dans 
le même demi-plan, puisque, d'après ce que nous venons de voir, t ne peut 
devenir réel tant que le point z reste à Tintérieur du domaine A. Il suffit par con- 
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^éfjuenl de cooi^idércr uo point r jiarticulier, inlérieur aa domaine A. Prenon: 

Pour 5 = //, 

/ - -H / . 

La |>ro[>ot>ilion e%t donc d«^niontrée. 

y,"* Soit </#-!- /<'# un point du demi-plan nord {b^> o). 

Je dis qu'il exhvt un point ;« du domaine A, et un seul, tel que 

/ ( 5g ) = a<, 4- ib^^, 

lin effet, envisageon;» la fonction 

I / — a 







7- — ~ — TT Cl 7- ^ ri s^"t deux fonctions rationnelles de / à coeffi- 

cienls réels qui ne deviennent infinies que pour / = a«+ ib^ el t = a^ — ib^, 

llemplaçons / en fonction de z. Nous avons alors deux fonctions R, car elles 
prennent des valeurs réelles et finies sur la limite L du domaine A. Comme ce 
sont de vérilahles fonctions de z^ et non pas des constantes, chacune déciles devient 
infinie, en un point au moins intérieur au domaine A. 

Appelons Zq un tel point. 

Pour 5 = 5o, l sera égal soit à «oH- '^o so'l à «o — ib^. 

Mais nous avons déjà vu qu'à un point z intérieur au domaine A ne peut cor- 
respondre qu'un point / du demi-plan nord. Donc 

l(z^)z=ia^^ib^, 

puisque l'on suppose i© > ^^' 

Maintenant, il est impossible que i{z) prenne la valeur «o H- i^o m un autre 
point que Zq, 

Car, soit 

Formons la fonction K(:;) correspondante. C'est une fonction rationnelle de / à 

coefficients réels, 

K(;;) = R(0. 

Elle est déjà infinie pour z^= z^^ oy\ t = to= t{zo). 

S'il existait un autre point 5|, intérieur au domaine A, tel que ^(^i) = ciq 4- i Ao, 
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la fonction K(^) serait infinie en ce point; or ceci estinipossible; K(2) n^admet 
qu'un pôle, z = Zq, 

7. Vo^^ons maintenant ce qui se passe sur la limite L. 

Nous savons déjà que, si le point z est sur la limite L, t{z) est réelle. 
Réciproquement, soit ao une valeur réelle. 

Je considère la fonction —, • 

1(Z) — Uq 

Si la fonction — ne devenait pas infinie sur la limite L du domaine A, 

ce serait une fonction K(^). 

D'ailleurs, elle n'est infinie pour aucune valeur de z Intérieure à A, puisque, 
pour de telles valeurs, t{z) est imaginaire. 

Ce serait donc une constante : or cette conclusion est inexacte. 

Il existe donc une valeur Zq de ^, le point Zq étant sur la limite L de A, telle 
que t(zo) = ao. 

Il ne peut y en avoir qu'une : en effet, décrivons dans le demi-plan nord, de Uq 
pour centre, un demi-cercle. A chaque point t de ce demi-cercle correspond un 
point z intérieur à A, et un seul. Au demi-cercle correspond donc un domaine 
inclus dans A. Si le rajon du demi-cercle devient infiniment petit, ce domaine 
vient se confondre avec un point unique de la limite L, point unique Zq tel que 
iyZo) = ^0» 

8. On peut, d'après ce qui précède, énoncer le théorème suivant : 

// existe une fonction analytique t{z) qui a le caractère d^une fonction 
entière pour tous les points intérieurs au domaine A, et telle que, si le point z 
décrit le domaine A en passant une fois, et une seule, par chacun de ses points, 
le point t décrit le demi-plan nord en passant une fois, et une seule, par 
chacun de ses points. Lorsque z décrira la limite du domaine A, le point t 
décrira l'axe réel. 

Ajoutons que la représentation ainsi obtenue du domaine A sur le demi-plan 
nord conserve les angles. 

C'est une représentation conforme. 

La solution n'est pas complètement déterminée, car, si la fonction t{z) répond 
à la question, il en est de même de la fonction 

^^'^- ct(z)-^d' 
ay 6, c, d étant quatre constantes réelles satisfaisant à l'inégalité ad — bc >> o. 
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Le problème dépend donc de trois constantes arbitraires qu^on peut déterminer 
en se donnant la correspondance sur le demi-plan nord, soit de trois points de 
la limite L du domaine A, soit d^un point pris sur la limite L du domaine A. el 
d^in point intérieur au domaine Â. 

9. Donnons un exemple simple. 

Prenons pour domaine A un cercle de rayon i, ayant pour centre l'origine. 

Je considère les fractions rationnelles -> -• 

Les fonctions K(^) correspondantes sont 



i 

1 



l'i =r iz. 



On a 



Posons 






«1 =: -T j C, = 2 -^ 



La fonction 



i= - 



4 3 -+- I 



représente le cercle de rayon i ayant pour centre O sur le demi-plan nord 

Les fonctions 

I 

mm 



"w — '-//» H IT' 



l 



àt — . • m 

* m — ^—. — * -* 



sont les fonctions K(j) relatives a — cl à — - 

\ / tm fn m fil 



m "m 

On a 



(«,-+-«■(',) 



m 



u^-^iv^=iz^"= - 'am-i" > 



l^oit 



tn 



^'m f^^m— ,,„ — 2,„_i 






Désignons par C]^ la quantité imaginaire conjuguée de Ca 
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La fonction K(5) correspondant ^ p(z) sera 



k = m 



K(--)=2(.%+ci.=*) 



Soir, d'une façon générale, 



z — a (z — a)* (z — a)^ 



z-b ' (Z'^by- {z-b)P 



Li , Li . Lx 



les points a, b^ . . ,^ t étant tous à Tintérieur du cercle A. 

Remarquons que, si a est à Tintérieur du cercle A, le point imaginaire con- 
jugué a' est aussi à l'intérieur du cercle A, et -7 est à l'extérieur du même 

cercle. 

De cette remarque et de ce fait que sur la circonférence L de rayon 1, limite 

du domaine A, l'imaginaire conjuguée de 5 ^ e'9 est -> on conclut que, si p{z) 

z 

désigne ce que de\\eni p(z) quand on y remplace chaque coQfficient par son ima- 
ginaire conjuguée, la fonction K.{z) correspondant à p(z) sera 



K(zy=p(z)-^p(^^^ 



10. Revenons au cas général. 

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait trouvé la fonction K.{z) qui 
correspond à une fonction rationnelle donnée p{z). 

On a 

K(z)=p{z)-/{z), 

/(z) ayant à l'intérieur du domaine A le caractère d'une fonction entière. 
On en conclut 

Ki(^, 7) 4- « K,(J7, y)=p^{x, y) -h ipi{a:, y) — /,( jr, 7) — «/,(^, j), 
et, par suite, sur la limite du domaine A, puisque K.2{x^y) = o, on a toujours 

A(^fy)='Pt{^,y)' 

Le problème de Dirichlet est donc résolu pour la limite L du domaine A et la 
fonction />2 (^, 7). 

Fac. de T., a« S.> IV. 8 
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Ainsi, prenons l^exemple précédent. 
On a 



D'ailleurs 



Donc ici 



Pti^f y) = :^-[p(^) — P(^')]' 






z' étant la quantité imaginaire conjuguée de z. 

On voit directement: i°que les points (^,^), oii/^i^x:, y) devient infinie, sont 
tous extérieurs au cercle A ; 2° que /^{^^ y) prend sur la circonférence L, limite 

de A, les mêmes valeurs (\\Jie p2{x^y)^ puisque, dans ce cas, z = — • 
De même, si Ton considère la fonction 

la fonction - \pl -jA 4-/>( - ) p ^"'^ ^^ continue à l'intérieur du cercle A, prend 
sur la limite L les mêmes valeurs que />i (^, y), 

II. Problème de la représentation conforme pour le cas de deux aires 

A CONNEXION MULTIPLE, — DÉFINITION DES FONCTIONS F(5), H (5), K(s). 

11. J'aborde maintenant le problème suivant : 

On se donne deux domaines A et Ai ^ de même connexion. 

Chercher à quelles conditions ils peuvent se représenter lUin sur l'autre, 

et, dans le cas où le problème est possible, trouver la fonction qui réalise 

cette représentation. 

Nous avons vu que le problème est toujours possible pour deux domaines de 
connexion i, quMl est même indéterminé. On le détermine en se donnant dans 
A| les correspondants soit de trois points de la limite L du domaine A, soit d\iQ 
point de la limite L du domaine A et d'un point intérieur au domaine A. 

Quant à la fonction qui réalise la représentation, on la trouve en représentant 
successivement les deux domaines sur le demi-plan nord, et en éliminant la 
variable t relal^ive à ce demi-plan. 
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Je suppose démontrée la proposition suivante : 

Je considère un domaine Pl limité extérieurement par une courbe Lq, inté- 
rieurement par p courbes L|, Lo, ...7 L^, toutes extérieures les unes aux 
autres. 

Il existe une fonction Uy à coefficients réels, et une seule, des variables x 
et y^ finie, continue et uniforme à V intérieur du domaine A, ainsi que ses 
dérivées partielles des deux premiers ordres, telle que Von ait 

âx* "^ df'' — ^' 

qui enfin, sur chacune des courbes limites, prennent des valeurs données 
à l'aisance, ces valeurs formant sur chaque courbe en particulier une suite 
finie, continue et uniforme. 

Si, comme dans le cas de la connexion simple^ p(z) est une fonction ration- 
nelle quelconque de 2, assujettie simplement à rester finie sur la limite de A, 
soit toujours 

p{^) = Pi(^f y) -^ i p%{^> y)' 

Supposons formée la fonction ^(:r, y)^ qui prend sur la limite de A les valeurs 
dep2{x, y) et qui satisfait aux conditions que je viens de rappeler. 
Ici, la valeur de Tintégrale 



CiP-t^') 



dépendra du chemin parcouru par le point {x^y) à l'intérieur du domaine A. 
Car on peut concevoir un contour fermé, tout entier à l'intérieur du domaine A, 
et contenant à son intérieur une ou plusieurs des courbes L|, L2, . . ., L^i, à l'in- 
térieur duquel, par conséquent, ^{x^y)j ou ses dérivées, pourront ne plus être 
finies, continues et uniformes, ou bien à l'intérieur duquel \{x^y) pourra ne 
plus satisfaire à l'équation 

âx^ dy* 

Nous n'avons donc plus d'intérêt à prendre pour p{z) une fonction uniforme. 
Nous poserons 

p{z) = R(5) -h iC,JCR,{z) 4- *C,< Rî(^) -^"'-^iCm^^mi^h 

Dans le second membre, les R désignent des fonctions rationnelles, les C des 
coQstaotes réelles. 
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Celte fonclioD/7(2) n*est pas uniforme. 
Car, soit 

-CBy(c) = .Cpy4-'{?y+2/i7:). 

Si le point z décrit, dans le sens direct, un contour contenant /7y zéros et qj in- 
finis de Ry(5), Çy augmente de ^(pj — Çj)'^' 

La fonction p(z) augmentera donc d\ine constante réelle 



f = m 



m— 22Cy(/v-7y)7f- 



Nous assujettirons celte fonction p(s) à la seule condition de ne devenir infinie 
sur aucune des lignes Lo, L,, Lj, . . ., L^. 
Alors, si nous posons 

/>(-) =Pl{^^* j) + iPii^y f)f 

la îonciion p2{jc, y), qui est ii/ii/br/ne [puisque les périodes de p{z) sont réelles], 
est finie et continue sur chacune des lignes L. 

Nous pouvons donc prendre pour valeurs données d'avance le long des lignes L 
les valeurs de celle fonction. 

Au lieu de cela, et pour plus de généralité, prenons 

Le long de Lo Pti'^* y) H- wc 

Le long de L, />i( J^, y) 4- wi, 



> 



Le long de Lp />,(jr, y) -+- Wp, 

les constantes coq, (0|, coj, ..., îùp étant réelles. 

A ce système de valeurs correspond une fonction u^ et une seule, satisfaisant 
aux conditions déjà énoncées. 

Appelons-la ^(.r, y). 

Si, maintenant, nous cherchons à joindre à celte fonction une autre fonction 
cp(a:,^), de manière que cp -H iij soit une fonction de x -+- iy, nous avons comme 
précédemment à considérer Tintégrale 



x.:(s-S'o) 



prise le long d'un chemin reliant un point fixe (a, 6), intérieur au domaine A, à 
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un point mobile (x^y), inlérieur lui aussi au domaine A, le chemin devant être 
lui-même tout entier à l'intérieur du domaine A. 

La valeur de cette intégrale n'est plus, ici, indépendante du chemin, car Tinté- 
grale prise le long d'un chemin fermé intérieur à A n'est plus égale à zéro, à moins 
que ce chemin ne renferme aucune des lignes Lf, L2, ..., Lp^ auquel cas le rai- 
sonnement déjà fait subsisterait. 

Il est facile de donner la formule générale qui comprend toutes les valeurs pos- 
sibles de l'intégrale. 

Désignons par 2(o^ la valeur de l'intégrale prise le long d'une ligne fermée 
simple entourant seulement Lv, tout entière à l'intérieur du domaine A, et par- 
courue une seule fois dans le sens direct. 

2(0v est un nombre réel, indépendant du choix de la ligne fermée. 

Dès lors, toutes les valeurs de l'intégrale sont comprises dans la formule 

I H- 2 /n j w j H- 2 m, &)', -h . . . 4- 2 m^ Wp, 

I étant Tune quelconque de ses valeurs, et les m étant des nombres entiers posi- 
tifs, négatifs ou nuls. 

Appelons ^{x,y) cette fonction réelle et multiforme; <p(^, J^) 4- «^(^, ^) est 
une fonction de 5 = .r -H iy. 

Soit /(z) cette fonction. 

/(;;) est une fonction multiforme, mais sa dérivée est uniforme. 

De plus, cette dérivée est finie et continue à l'intérieur du domaine A. Il suit 
de là que, dans le voisinage d'un point quelconque intérieur au domaine A, /{z) 
est développable suivant la série de Taylor : les développements correspondant 
aux différentes déterminations ne différeront que par le premier terme. 

Formons enfin la différence 

La fonction F(^) ainsi obtenue n'est pas uniforme. 

Mais sa dérivée est uniforme. 

Ses périodes, toutes réelles, se divisent en deux catégories, celles qui pro- 
viennent de p{z), à cause des logarithmes, puis celles qui proviennent de /(z). 

Al'intérieur du domaine A, F{z) se comporte comme une fonction logarilhmico- 
rationnelle. 

Enfin, sur la limite du domaine A^ la fonction F(z) a une partie imaginaire con- 
stante le long de chaque ligne L. 

12. Il nous reste à examiner de quelle manière F(z) peut se représenter dans 
le voisinage d'un point Zq de la limite de A. 
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Soit X une portion de la limite Ly, sur laquelle est situe le point :;o {J^?- 




Joignons les extrémités de cet arc par une ligne ([x) tout entière à Tintérieur 
du domaine A. 

Nous formons ainsi un domaine simplement connexe, a. 

Nous savons représenter ce domaine a sur le demi-plan nord, au mojen de la 
fonction / = t{z)y t(z) ayant à l'intérieur du domaine a le caractère d'une fonc- 
tion entière, et ne devenant infinie qu'en un point de la limite. De plus, nous 
pouvons faire en sorte qu'au point z^ corresponde l'origine dans le demi-plan 
nord. 

Sur la ligne Ly, ^(z) prend une valeur dont la partie imaginaire est constante 
et égale à — icoy. 

Donc F{z)-{- itùy prend sur Ly des valeurs réelles. 

Elle donnera par la transformation t=zt(z) une fonction F, (f) qui sera 
réelle pour les valeurs réelles de / situées à une distance de l'origine inférieure à 
une certaine limite, à savoir pour les valeurs réelles de t correspondant aux 
points z de la ligne A. 

Par hypothèse, F(3)-+-i(0y ne devient infini en aucun point de la limite 
du domaine A. Donc, à l'intérieur du domaine a, dans le voisinage immédiat 
de ZQy la fonction F{z) 4- ' Wy a le caractère d'une fonction entière. 

Donc F|(^) aura le caractère d'une fonction entière sur le demi-plan nord, 
dans le voisinage de l'origine. 

Soit /' la valeur imaginaire conjuguée de /. 

Nous conviendrons de prendre pour F|(/') la valeur ininginaire conjuguée 
de F|(/), t étant un point du demi-plan nord. 

J'obtiens ainsi, dans le demi-plan sud, au voisinage de l'origine, la continua- 
tion analytique de la fonction F, (/). 

La fonction F, (/) ainsi définie pourra être développée suivant les puissances 
entières et positives de / dans le voisinage de l'origine. 

D'ailleurs, pour des valeurs réelles de / suffisamment petites, la fonction F,(/) 
a des valeurs réelles. 

Donc les coefficients du développement seront réels. 

Il résulte de là que, dans le voisinage de Zq^ F(z) pourra se représenter par le 
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développement 

F(5) =: — £ Wv-h/o — /i^ -h/,^' -f- . . ., 

foifs^f'i'i • • • étant des constantes réelles. 

13. A une fonction p{z) et à un s^^stème déterminé de constantes, oio, cO|, 
(1)29 •••, ^p correspond une fonction ¥{z) bien déterminée, à une constante 
réelle près. 

Réciproquement, à une fonction F(5) donnée, outre un système bien déter- 
miné de constantes coq, (Oi, C02, •.., co^, il correspond à celte fonction F(2), 
d'une manière univoque, la partie àe p{z) correspondant aux pôles et aux points 
critiques logarithmiques de ^{z) intérieurs au domaine Â. 

Cette classe de fonctions ¥{z) est très générale. 

Elle comprend en particulier les fonctions que nous aurions obtenues en pre- 
nant pour p{z) une fonction purement rationnelle, et en supposant nulles les 
constantes coq^ (04 , (02, • • • j <^/7* 

Ces fonctions, quoique non uniformes, seront utiles à considérer. Âppelons-les 
fonctions H (5). 

Elles ont^ périodes réelles, car, ici, p{z) ne donne plus de périodes logarith- 
miques. 

Si la fonction rationnelle /?(^) n^avait pas de pôles à Tintérieur du domaine A, 
la fonction H(>3) correspondante serait une constante réelle (plus des multiples 
de périodes). 

14. On conçoit que, pour des fonctions H (s) particulières, le nombre des 
périodes soit moindre que/>. 

En effet, considérons un certain nombre de fonctions H; H|, H2, • • •, H,-. 
La combinaison 

yi Hi 4- yjHj-f- . . . H- y,.H,., 

où les Y sont des constantes réelles, est encore une fonction H. 

Soient 2(0v,i, 2(0v,2} • • •? ^oiy^r les périodes de H|, H2. . . . , H^ le long de la 
ligne Ly. 

La période de la nouvelle fonction H le long de la même ligne sera 

2yiWv,iH- 2y,cov,t-h. . .-+- ayrWy,,.. 

Par un choix convenable des constantes y, on pourra faire en sorte que cette 
période soit nulle. 

Supposons que, ayant pris un nombre assez grand de fonctions H, on ait 
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choisi les constantes y de manière ù annuler toutes les périodes. Nous avons, dès 
lors, une fonction H{z) uniforme. Nous l'appellerons K(5). 

Ainsi les fonctions K(^) sont des fonctions uniformes, ayant, à Tintérieur 
du domaine A, le caractère d\ine fonction rationnelle et prenant sur la limite de 
ce domaine des valeurs réelles finies. Seulement, on ne peut plus dire, ici 
(comme dans le cas de la connexion simple), qu^à toute fonction rationnelle/; (2) 
correspond une fonction K(z) : ce n'est vrai que pour des fonctions /> (5) parti- 
culières. 

Enfin, une fonction rationnelle, à coefficients réels y de plusieurs fonctions 
K(2), qui ne devient pas infinie sur la limite du domaine A^ est une nouvelle 
fonction K(2). 

Un raisonnement analogue nous permet de dire que l'on pourra former une 
fonction H (5) ayant pour périodes réelles p nombres réels donnés à l'avance. 

15. Parmi les fonctions F (2), il en est de remarquables que nous allons main- 
tenant définir : 

Je suppose que la fonction p{z)^ qui correspond à l'une de ces fonctions F(-s), 
ait le caractère d'une fonction entière à l'intérieur et sur la limite du domaine A. 

Si les quantités coo, (o,, co^, •• ., tùp étaient toutes nulles, ^{z) se réduirait à 
une simple constante réelle. 

Mais, s'il n'en est pas ainsi, ¥{z) est une véritable fonction qui, à Tintérieur 
du domaine A, a le caractère d'une fonction entière. 

Cette fonction est déterminée par la seule connaissance des constantes coq, coi, 

(O2, . • • , Ct)n. 

Il y a une infinité de telles fonctions, puisqu'il y a une infinité de systèmes de 
valeurs de (Oq, coi , (02, • . . , (o^. 

Mais elles peuvent toutes s'exprimer très simplement au moyen de quelques- 
unes d'entre elles. 

Choisissons les systèmes de valeurs de coo, (0|, (02, . . . , o)^ qui suivent : 

ci)o=:o, wi— I, a)î=i:o, ..., 0^=0; soît Jj la fonction Correspondante; 
Wo = o, û), = o, w,^ I, ..., a),,= o; soit Jj la fonction correspondante; 



> » 



wo = o, 0)1 = o, Gj| = o, . . . , ci)^ = I ; soit J^ la fonction correspondante. 

Considérons la fonction générale i{z) se comportant à l'intérieur du 
domaine A comme une fonction entière, et correspondant aux valeurs coq, cui, 

CO2 , • . * , Ci) n . 

Soit d'abord (Oo=Or 
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Alors 

Supposons, au contraire, que coo soit diffërenl de zéro, tandis que Ton a 

m 

Alors 

J / Ûl)0 ~— 0)o •' 1 (»)q Jj ~~" . ■ . -■ — ^'^0'' P* 

Donc, dans le cas général, 

III. — Les fonctions M(:;) et iN(:;). Leur expression au moyejv 

DE FONCTIONS TYPES DE MEME ESPÈCE. 

16. Nous nous proposons maintenant de chercher Texpression générale des 
fonctions F(5), H(:;), K(:;) au moyen de fonctions types. 

A l'égard des fonctions K.(:;), nous démontrerons que, comme dans le cas de la 
connexion simple, elles s'expriment toutes en fonction rationnelle à coefficients 
réels de deux d'entre elles, ces deux foactions particulières étant, du reste, liées 
par une relation algébrique. 

Un tel mode de représentation n'est évidemment plus applicable aux fonc- 
tions F (3), qui sont multiformes. 

A l'égard de ces dernières, nous montrerons qu'elles sont des intégrales abé- 
liennes relatives à cette équation algébrique; de sorte que, dans les fonctions 
déjà citées, on voit apparaître les divers genres d'intégrales abéliennes : 

1" Les fonctions J{^) ont, dans tout le domaine A, le caractère de fonctions 
entières ; 

2" Les fonctions l\{z) se comportent dans le domaine A comme des fonctions 
rationnelles; 

3" Les fonctions F(v) ont le caractère de fonctions à la fois logarithmiques el 
rationnelles. 

17. Soit a un point particulier, pris dans le domaine A. 

Je réserverai la lettre h aux fonctions il{^) qui n'ont pas d'autres pôles (jue le 
point a. 

Elles correspondent à des fonctions />(-) de la forme 

r (' 



z — a (z — a) 
où l'on a 

Fac. de T., a» S., IV. () 





c 


1 

'm 


y 










{- 


— 


-a}'" 




• » 




^'/n 




A 


-t- 


»,« 


/. 



66 R. LE VAVASSEUR. 

Soienl /i{z) la fonction correspondant à {p{z)y /''(^) I^ fonction correspon- 

dant à p{^)} '* -H ' '*' se comportera comme ^(5) à l'intérieur du domaine A, 

tandis que h — i h' aura, à Tintérieur du domaine A, le caractère d'une fonclion 
entière. 

Nous poserons 

/i(z)-^ih'(z) = M (5), 

/i(z)- ih'{z) = W(z). 

A chaque fonction p{z), de pôle a, correspondra ainsi une fonction M (3), bien 
déterminée, à une constante près, réelle ou imaginaire. 

La fonction générale M(5) peut s'exprimer au moyen de fonctions M(3) 
élémentaires. 

J'appelle M|a(5) celle qui correspond à -. r • Si M(^) correspond a la 

(z — a)v- 

fonction 



Z'-a (5 — «)* (z — a)"' 

je dis que Ton a 

En eflTel, 

/t^{z) correspond à 



/V(^) 



» 



2 {z — a)^ 



2 (z — a)\^ 



D'ailleurs, 



m 



Ai + tB, , A,-nB, , , A,„+<n, 



~ip(:)= "l -■- + 



1]| — £ Al Bi — i A, li,„ — i A 



m 



z — a ' {z — af {Z'-ay 

Je dis que 

h (c)=: A, A, -h A,//î-h. . .-+- A„Ji,„-- B|/î', — H,//', — . . .— B;„/r)„, 
h'{z) := Ui/ii-\- Hj/zt-t-. . .-H B„|/'m-+- A,//', -h Aj/zj-h. . .-h A,„//',„. 

En effet : r* les expressions ainsi obtenues ont des valeurs réelles et finies sur 
la limite de A; 2'' la première correspond à {p{z) et la seconde à p{^)- J'en 
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déduis : 

/t(z) -\- i/i'(z)=^ (A, H- /H,)//, -h (Aî-M'BO^i-f-. . --H (A,;, -h«B,„)//;„ 

-+- «[(A, -+- /B,)//', -h (A, -4- iBî)//;4-. . .4- ( A,„-i- i \i,n)K„], 
ou 

M(5)z=/<(^)4-«7<'(3) = C,Mi(3)-f-(:îM,(w)-t-...-hC,„M,„(5). 
La proposition est donc démontrée. 

18. En générai, les fonctions M (3) ainsi obtenues sont muitiformes. Elles ont 
p périodes comme les fonctions 11(2). 

Ces périodes sont imaginaires. 

Il peut arriver cependant, pour des fonctions p{^) spéciales, qu^elles soient 
uniformes. 

En général, cela aura lieu pour une fonction p{z) dont le pôle unique a sera 
d'ordre m, pourvu qu'on puisse choisir convenablement les constantes C|, 
C2, . . -, Cfn de manière que la fonction 

M(5) = (:, M,(c) 4-C, M,{z) -\-, . .4- C,„ M,„(3) 

ait ses p périodes nulles, la constante C,n étant différente de zéro. 

Mais, pour certaines valeurs de m, c'est impossible. 

J'appelle p le nombre de ces valeurs de m. 

Ce nombre p est appelé à jouer, dans la suite, un rôle important. 

J'appelle a, p, y, . . . la suite indéfmie des valeurs de m, rangées par ordre de 
grandeur croissante, pour lesquelles il existe des fonctions M(w) uniformes; 
X,, X:j, . . ., Xp la suite limitée des valeurs de /;/, rangées par ordre de grandeur 
croissante, pour lesquelles il n'en existe pas. 

Je désignerai par la lettre N les fonctions M(:;) uniformes. 

Il est à remarquer que les fonctions h{z) et /i\z) telles que N{z)=zh(z)-{- ih\z) 
sont elles-mêmes uniformes. Autrement, chacune d'elles aurait des périodes 
réelles, de sorte que les périodes de N(v) ne seraient pas toutes nulles. 

Ainsi ces fonctions /t(v), A'(^) *^"^ ^^^ fonctions K(:;). Comme les fonctions 
p{z) correspondantes n'ont que le pôle a, nous désignerons ces fonctions // par 
la leltre A*, et nous poserons 

N(C)=:Â(J) -+-/Â'(5). 

Toutes les fonctions M(-c) ou N(2) s'expriment, comme nous l'avons vu, au 
moyen des fonctions M| (5), M2(w), .... 

C'est une fonction linéaire et homogène de M, (3), M2(v), .... 
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Mais on peul imaginer un aulrc mode d^exprcssion où ne iigureronl que les 
fonctions Mx,( 3», M» , . . ., Mx (3), el des fonctions ^(z). 

Kn elFel, si u est Tun des nombres a, ,3, v il est possible de déterminer 

les constantes r de manière que Mpt-H <'i Mjii -h- • • -i- <*pL i M| soil une fonction 
uniforme \jx. 

S'il V a plusieurs solutions, nous prendrons arbitrairement Tune d'elles. 

I)rs lors, toutes les fonctions MjtJv; qui ne figurent pas dans la série Mx,(-K 
Mx.( z), . . ., Mx,J. ^ ^ se trouvent remplacées par des fonctions Njx, el l'expression 
j;énérale de M( z ) est la suivante : 

M{^) il:<:, Mx.(w)^<:, Mx.(^)-i-...-^<:pMx^(;;)-T-.VN3t-^HN>-f-...-t-LN>.. 

iJans le cas où la fonction M(^) serait uniforme, la première partie disparaîtra. 

< )n aura 

\{z) -..: AN'a-t- HN^-h. . . -I- LN>.. 

\\y J*ai besoin, avant de continuer, d'établir le tbéorrme suivant : 

Ay» inoiluit tic deux ou plusieurs fondions M(3) esl encore une fonc- 
tion M(w). 



Kn eflet, soit 



pui 



vi 



s 



M (z)-/i(z)-Y-iIt'(z), 
W(z)z/i{z)--i/i'(z), 

MAz)-Iio{z)-\-iiï,(z) 

h (c) correspond à {/' (^)» 

/*' {z) » — -/^ (cK 

•j 

/'»(2) »> — />u(-); 



M'(3)M;(3)iir ////„- A'//;-. /(///*; 4- /i.,//'): 
////o — //'//;, c()nos|)on<I à i/>(^)/'o(^)» 
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On a donc bien une fonclion M en faisant le produit de deux fonctions M. 

I^ théorème s^élend sans peine au produit d^un nombre quelconque de 
fonctions M. 

Il est clair aussi que le produit de deux ou plusieurs fonctions M étant uni- 
forme, comme chaque facteur, donnera encore une fonction N. 

âO. Je vais maintenant démontrer que toutes les fonctions N sont exprimables 
en fonction de a d'entre elles convenablement choisies. 
Considérons la suite a, p, v? • • • • 
Je pose d'abord 

Puis je fais correspondre, a chaque terme de la suite 

le reste de sa division par a. 

J'obtiens ainsi les a premiers nombres entiers et zéro. 

Je considère l'un de ces nombres entiers, autre (|ue zéro. 

Il ne fera pas partie de la suite, puisque a est le plus petit nombre de la suite. 

J'ajoute au nombre considéré, a, autant de fois qu'il est nécessaire, pour que 
le nouveau nombre obtenu fasse partie de la suite. 

J'ai ainsi a — i nombres de la suite. 

Je désigne les fonctions élémentaires N correspondantes par f/|, //o, . . ., //» |. 

Alors w, //|, Uij . .., UoL-i sont les a fonctions N au moyen desquelles on va 
exprimer toutes les autres. 

En effet, considérons une fonclion Nj^. 

On peut trouver un entier n tel que l'on ait 

Njt' étant l'une des fonctions u, //|, f/^, . . ., //ai*; //"MpL' est un produit de fonc- 
tions N. 

C'est donc une fonction N, et elle est relative au nombre ;jl. On a donc 

il" \jj. = \jj^ + . . . -H H\ij -+- A N'a. 

Ceci nous permettra de remplacer N^ en fonction linéaire de u"N^' et de fonc- 
tions Nx, avec a -< u. 

On conçoit qu'on pourra, finalement, exprimer toute fonction linéaire iNjx par 
une fonction linéaire de fonctions telles que 

//'* //o avec ^=o, i^y.y . . ., X — i , ^/^ "= «• 
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Envisageons mainlenanl une fonction N(3) quelconque. Nous avons vu qu'elle 
est (le la forme 

N ( ^ ) = A N a ( ^ ) -f- n N> ( :î ) 4- . . . -f- L N >. ( ^ ) . 
l/expression générale de N(v) sera donc 

Jes fondions G étant des polynômes entiers en it. 

21. Mais, maintenant, chaque fonction Uh peut s*exprimer rationnellement au 
niojen de ;/, et d*une autre fonction élémentaire N, soit 

lin efl'cl, i*, r-, ..., r^"* sont des fonctions N. Elles sont donc exprimables 
ronime il suit 

Supposons qu^on puisse résoudre les équations (i). Alors on aura 

'V — H«y (" ) -^ «* l^iy ( '0 -^ «•' Hiy ( '' ) 4- ... -h 1'^-» Ha-, .y ( // ) (y -^ I, -.^ . . . , a — I ), 

les K étant des fonctions rationnelles de //. 
Donc 

les fonctions H étant des fonctions rationnelles de //. 
D'ailleurs r^ est aussi une fonction X(-). 

// existe donc entre u et v une relation algébrique, Gu/, r) = o, qui est de 
degré a par rapport à w 

La hase de ce raisonnement est que Ton peut résoudre le système d'équa- 
tions (i), par rapport à u^, Wj, ..., //a-|. Je disque, sous la condition a' premier 
avec a (et alors il sera indiqué de prendre, dans la suite a, [i, y, . . ., pour a' le 
plus petit nomhre premier avec a), cette résolution est possihie. 

Gar, s'il n'en était pas ainsi, les a — i équations considérées ne seraient pas 
distinctes. 

Il y aurait donc entre c, i-, . . ., i'^' une relation linéaire dont les coefficients 
seraient des fonctions rationnelles de u. 

u cl r seraient donc liés par une équation algébrique, G(//, i) =r i», dont le 
degré en i' serait au plus a — i . 



SUR LA REPRÉSENTATION CONFORME DE DEUX AIRES PLANES, ETC. 7! 

Ceci n'est pas possible. En effet : 

Dans le voisinage de w = «, u et v se mettent sous la forme 

_ V{z—a) __ Q{z — a) 

P(:; — a) et Q(c — a) représentant des séries ordonnées suivant les puissances 
entières et positives de (5 — a)y avec les conditions P = () = i, pour c=<7, 

puisque « = Na(2) correspond à __ ^ et v = ^^'{z) à _^ v * 
On déduit de là 

Pi(3 — a) et Qi(5 — <^) étant des séries ordonnées suivant les puissances en- 
tières et positives de 5 — «, avec les conditions P, = Q, == i pour ;; = a. 
Donc 



Vdz^a) 



= ^(3-«), 



<r(3 — a) étant une série ordonnée suivant les puissances entières et positives 
de w — rt, avec Ç= 1 pour z:= a. 
On a donc 

et, puisque a' est premier avec a, a est la plus petite valeur telle qu'il en soit 
ainsi. 

Mais alors, lorsque u devient infini, il y a a valeurs de i' qui deviennent 
infinies. 

Donc, le degré de la relation G(w, c) = o est au moins a par rapport à i'. 

22. Considérons maintenant les fonctions K.(;;). 

Soient 5|, z^-, . . ., Zm les pôles d'une telle fonction, a|, a..», ..., cum leurs ordres 
respectifs. 

Supposons-les tous différents de a. 

Soient U|, U2, . . ., U,,, les valeurs de u en ces différents points. 

La fonction K(5)(w — U|)*'(« — Ll2)*«...(« — U,,,)*"» n'a plus, à l'intérieur 
du domaine A, que le pôle z = a. 

Posons 

P est une fonction entière de iij à coefficients imaginaires. 



L 



a 



72 R. LE VAVASSEim. 

Sdil 

k el // élanl les fonctions R correspondant à - jz "\â ^*^ ** 7"^ T 

P(//) pourra se mettre sous la forme 

Pi et Po étant des fonctions entières, à coefficients réels de k et de //. 

Klles sont donc réelles et finies sur la limite du domaine A, et, à l'intérieur du 
domaine A, elles n'admettent que le pôle a. 

Ce sont donc des fonctions k{z)y et l'on peut poser 

K(z)V(u)z=K(z)[k,(z)-^ik,(z)l 
puisque 

P(/0 = P,(A-, Â')-f-£P,(/.-, Â'), 

où P, et Po sont des fondions entières à coefficients réels de k et de k' ; comme 
II' = k — /7%', par définition, si nous désignons par U' la valeur imaginaire con- 
juguée de IJy, on a 

K(^)(//-ij; )».(//'- u;)«....(//'-u;„)»«. = K(-)[/m(^)-''/.î(^).1. 

(^ette nouvelle fonction admet de nouveau les pôles -^i, z^i^ . . ., 5,,,. 
Pour les faire disparaître, appelons V',, V.^, .. ., V',,, les valeurs de //' en ces 
points. Le produit 

K(-)[(H'- 1;; )".(«'- L',)"'- ••("'- i4)M[("'- v;)>.(/i'- v,)».. . .(«-_ vjh 

reste fini en tous les points du domaine A, puisque u'=k — //.' a, en tous les 
points de ce domaine, le caractère d'une fonction entière. 
Soit \j la quantité imaginaire conjuguée de \'j et posons 

Q = (//-V,)«.(//-V,)^....(w-.V,J*... 

Considérons la fonction 

VQK{z). 

Vin) est de la forme 

ki(z) -r- iki(z). 

()('//) est aussi de la forme 

k^(z) f-//..(j); 

donc 

K{z)V{N)Q(t')^K{k, -H /A,) (/.3. .-//,). 

l-.e produit de plusieurs fonctions K est encore une fonction K. 
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Donc 

K(z)P(ii)Q{ii) = k,{z)^ik\{z). 

D'ailleurs 
/•.(-) - ik',(z) = K(z)[(u'--V',)^... .(«'- U:,.)«-][(«'- V',)«. . . . («'- V'„,)«-,.], 

puisque le deuxième membre a, dans le domaine A, le caractère d'une foncliou 
entière. 

Donc R(z)P(w)Q(w) est une fonction N(3). Elle est exprimable rationnelle- 
ment en fonction de u et de v. 

Donc toute fonction K(5) peut s'exprimer elle-même rationnellement en fonc- 
tion de u et de v. 

Il et V n'étant pas réelles sur la limite du domaine A, cette fonclion ration- 
nelle a des coefficients imaginaires. 

Nous avons écarté le cas où la fonction K.{z) admettrait le pôle a. Supposons 
que K(5) admette le pôle a, avec l'ordre a© de multiplicité. 

Soient toujours ^i, .s^, . . ., z„i les autres pôles de K(5), d'ordres a,, ao, . . ., 
OL„i, respeclivement. 

Soit A' la valeur de u' au point a, valeur finie par hypothèse. 

On prendra 

Q(w) = (w-~A)«o(//-V, )«.(./ -V,)*-..(^/-V,J««., 
c'est la seule modification à faire subir au raisonnement précédent. 

23. Ainsi, il est prouvé que toute fonction K(:;) est une fonction rationnelle 
de u et de t', u et r étant liés par une relation algébrique G(m, i^) = o. 
Soit 

M = M,(5)-hl Wj(5), 

Wi , ii2, <'i î ^2 étant des fonctions A\ 

Choisissons deux fonctions Â* particulières, par exemple 

r—Ui{z)y 

s =:/M,(2).-h m r,(w) H- n r,(5), 

/, m et n étant des constantes réelles. 
On aura 

S- 

3 et A étant des fonctions rationnelles de u et de ç. de sorte qu'à un svstème de 
valeurs de (//, i^) ne correspond qu'un système de valeurs (r, s). 

Fac. de T., 2* S., IV. lO 
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De plus, /' cl s salisforil à une équation algébrique 

qu'on oljliendra en éliminant u et (^ enire les trois équations 

s = '|(^/, r), 

(î(;/, i') i=o. 

D^ailleurs /* et s sont des fonctions rationnelles du point analytique (//, i^) qui 
ne deviennent infinies que pour le système de valeurs ^= ^, m = oc, c = oo. Donc, 
réciproquement à un système de valeurs (/*, s) ne correspond qu'un système de 
valeurs (//, v). C'est-à-dire que la transformation 

r— 9(m, r), 
s =:^(//, *') 

est réveisible, et que u et i' sont des fonctions rationnelles de r et de s. 
Il résulte de là que, K(:;) désignant la fonction R la plus générale, on aura 

Jl désignant une fonction rationnelle à coefficients réels, puisque K(w), r(z)y 
s{z) sont réels simultanément sur la limite du domaine A. 

La relation algébrique (/(r, 5) = o est, elle aussi, à coefficients réels. Autre- 
ment, elle ne serait vérifiée que par un. nombre fini de valeurs réelles de r et de 5. 



IV. — Do.\f\riVF. ALGÉBRIQLE COU UESH03JDANT AL' DOMAINE A. 

Gemie de l'équatiOxN y(''î ^) = *^- 

24. J'aborde maintenant un point très important. 

A chaque point z du domaine A nous avons fait correspondre un couple de 
valeurs (/*, s) liées toujours par la relation (j* (/*, a) = o. 

I^orsque le points parcourt tout le domaine A, quelle portion de la surface de 
liiemann à a feuillets, (|ui répond à (/(/•, 5)= o, [)arcourra le couple (/*, 5), cl 
combien de fois passera-t-il par chaque point appartenant à cette portion de 
surface ? 

Démontrons d'abord le théorème suivant : 

(j'(/', 5) = o étant une équation aigéhrir/ue irréductible, et (r©, ^o) unesolu* 
tion quelconque, on peut former une fonction rationnelle de r et de s ne 
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des'cnant infinie que pour le seul système (/'q, Sq) de valeurs vérifiant V équa- 
tion (j*(r, 5) = o. 

Soient n le degré, p le genre de l'équation (/(/', 5) = o. 

On enlend par courbe adjointe de la courbe ^(''î 5)= o toute courbe algé- 
brique passant j — i fois par tout point multiple d'ordre j de la courbe 
((*(/*, 5) = o, sans qu'en un tel point les brandies particulières des deux courbes 
se touchent (*). 

Soient '^(r, 5) = o, ^(z*, 5) = o les équations de deux courbes adjointes à la 
courbe ()*(/•, a) = o. 

Supposons-les toutes les deux de degré m. 

Soit d'abord m^n — 2. 

Parmi les points d'intersection des courbes îp = o, ou ^ = o avec la courbe (/ = 
non situés aux points singuliers, p sont déterminés par les [/2 (m — /î4-3) + p — '>.] 
qui restent {-). 

Gela posé, soit (/'o, 5o) un point de la courbe y(/', s) = o. 

Déterminons ^(z*, ^) de façon que la courbe ^ = ait un contact d'ordre 
(p -h A — i) au point (/o? ^o) avec la courbe (J = o. 

Cela fait p -f- A conditions, linéaires par rapport aux paramètres variables de 
'}(/•, 5). 

On pourra donc déterminer ^(z", s) si Ton a 

/^ ( /?! — /i -h 3 ) -^ p — 2ip-\-h 
ou 



m^:l n — 3 -h 



n 



» Il -f- 2 

Soit k le nombre entier immédiatement supérieur à ^• 

* n 

Prenons m=: n — 3 -f- A*. 

Il reste dans ^(z*, s) un nombre de constantes arbitraires égal à 

[zi ( z?i — z/ -h 3 ) -h p — 2] — ( p -h A ) = zi A- — ( /i -h 2 ) == zi'. 

Les zéros de ^(z-, s) sont d'abord (z-q, ^o), d'ordre p 4- A, puis p -j- n' autres 
zéros, {rj^ 5y), savoir les n' zéros qui servent à déterminer les n' dernières con- 
stantes arbitraires, et les p zéros déterminés par les p -|- A -f- n' zéros qu'on s'est 
donnés. 



(*) Glebsgh, Leçons sur la Géométriey t. II, p. i35 (traduction de M. Beiioisl). 
(*) Clebsch, loc. cit., t. II, p. i35 et i36. 
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Ola posé, y(/', s) dépend aussi dc/iA*-f- p — 2 = n{m — n H- 3)4- ? — a para- 
mrlres, c'esl-à-dire, puisque nk = /l'-h h -h 2, de n' 4- A 4- ? parainèires. 

On peut donc, si l'on a A > o, délerminer ©(r, s) de manière que ç(r, 5) s'an- 
nule pour les n 4- p zéros (/"y, 5y) de <J/(/', 5). 

Alors la fonction ralionnelle de r et de s, W = T ; * , » est infinie d'ordre 

p 4- h ail seul point (/'o, 5o) et reste finie pour loul autre point (r, 5), tel que r 
et s vérifient Téqualion (){r, s) = o. 
Le théorème est démontré. 

2o. Ceci posé, nous savons déjà qu^à un point de la limite du domaine A cor- 
respond un système de valeurs réelles de r et de 5. 

Soient maintenant Zq un point situé à Tintérieur du domaine A, et 

le couple correspondant. 

Je dis que, de ces deux valeurs, Tun^ au moins est imaginaire : en eiïet, si 
nous répétons sur le point quelconque ^0 ce que nous avons fait pour le point a, 
nous voyons qu'il existe des fonctions rationnelles/? (5) n'ayant que le pôle Zq, 

m 

telles que les fonctions /i{z) correspondant à ^p{z) et à — -' p{^) soient des 

fonctions k{z). 

Soient k{z) et k'{z) ces deux fonctions. 

k(z) 
Le rapport . ,^ est une fonction rationnelle de /• et de 5, à coefficients réels, 

\\{r,s). 



Mais on a 






^'(^) — 77 



ki Bi 



donc 



k{z,) 



k'(Zo) 



= U(/*o, Sq) =4- i. 



Par suite, r© et Sq ne peuvent être tous les deux réels. 

Inversement, soit un couple (r©, Sq) de valeurs qui ne soient pas toutes les deux 
réelles, et telles que l'on ait 

Il s'iigit de savoir s'il existe un point z^ intérieur au domaine A, et tel qu'on 
ait 
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A cet effel, je forme une fonction rationnelle de /• et de s qui ne devienne 
infinie que pour le couple (to, ^o) (n° 24). Soit R(r, s) cette fonction. 

Cette fonction n'a pas tousses coefficients réels; autrement, elle deviendrait 
aussi infinie pour le couple (/j,, s'^) imaginaire conjugué du premier. 

Posons 

R(r, 5)=:R,(/-, 5)-i-iRj(r, s), 

Ri et Ra étant des fonctions rationnelles à coefficients réels. 

Si l'on remplace, dans R| et R2, r et s en fonction de 5, on a des fondions 
de z qui prennent des valeurs réelles et finies sur la limite du domaine A [puis- 
qu'elles ne peuvent devenir infinies que pour (tq, Sq) ou (/J,, 5^)]. 

Ce sont donc des fonctions K(5). Mais ce ne sont pas des constantes. Donc 
chacune d'elles devient infinie au moins en un point Zq intérieur au domaine A, 
et au point sj métrique z^ de l'aire A' (symétrique de A par rapport à l'axe réel). 

A Zq correspond, soit le couple (ro, ^o), soit le couple (r^, 5^). 

c •. / \ • , , ( '*o=''(So) 

oupposans que ce soit (ro>^o) qu» corresponde a 5o 

Formons, comme précédemment, une fonction rationnelle /?(z) ajant Zq pour 
seul pôle, et telle que la fonction h{z) correspondante soit une fonction A(w). 
C'est une fonction rationnelle de r et de s, à coefficients réels, qui devient infinie 
pour r = f'oy s = Sqj et aussi, par conséquent, pour/'=/'^, s = s'^. 

D'autre part, elle ne devient infinie à l'intérieur de Taire A qu'au point j,,? 
auquel correspond par hypothèse le couple (/*o?^o)* Donc, en aucun autre point 
que Zq de Taire A on n'a r{z) = /'o, s{z) = 5o, et en aucun point de Taire A on 
n'ar(3) = r;,5(:;) = 5;. 

En résumé, si le points parcourt le damaine A tout entier, sans omission et 
sans répétition, le couple (r, s) prendra une série de valeurs, mais aucune d'elles 
deux fois. De plus, il ne prendra que la moitié des valeurs définies par Téqua- 
tion Ç(/', s) = o, eï cette mo-itié constitue une portion de la surface de Riemann «ifl, 
telle qu'on puisse passer d'un point à un autre de cette région sans passer par 
un point correspondant à un couple (r^s) formée de valeurs réelles. 

La surface Jl de Riemann se partage en deux régions, R et R'. 

Au point Zo du domaine A répond un point (/'o? *o) ^^ Jl. Soit (/*, s) un point 
analytique quelconque de Jl. 

Appelons courbes de transition les courbes C de A lieu des points analy- 
tiques (/•, s) pour lesquels r et s sont réels. Si l'on peut passer de (r©, ^o) à (/•, s) 
avec continuité, par un chemin qui ne traverse aucune des courbes de transition, 
et si(/-o,^o) ^st supposé situé dans la région R, le point (/", 5) est aussi situé 
dans la région R, sinon il sera dans la région R'. 

Deux points analytiques imaginaires conjugués font partie de deux régions 
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y 



(Jifférenles. Ces deux régions B et B' sont donc complètement exlérieiires Fiine 
à Tatilre; leur réunion forme la surface Si définie par Téquation {{(r^s) = o, sans 
répétition. Leur limite commune est l'ensemble des courbes C. 
I^a région B correspond au domaine A. 

*Hi. Il reste à voir comment se correspondent les points de la limite du domaine A 
et ceux des courbes C. 

Soit (/*o, Sq) un couple réel, vérifiant Téquation 0(^9 ^) ^^ *-^* 

Il existe une fonction rationnelle K(/*, 5), à coefficients réels, qui ne devient 
infinie que pour /• = /\, s = 5© (n" 24). 

Si Ton y remplace /* et s en fonction de z, on obtient une fonction de z qui, si 
elle ne devient infinie en aucun point de la limite de Ai ^st une fonction K.(3). 

D*aillcurs elle ne devient infinie en aucun point de l'aire A (ni de l'aire symé- 
trique A'), puisque le couple (r, s) correspondant à lin tel point ne peut être réel, 
(^e serait donc une constante, ce qui est absurde» Il existe donc un point ^o ^^ bi 
limite de A tel qu'on ait 

Je dis qu'il n'en existe qu'un. 

En eflet, considérons l'ensemble des valeurs de /* et de s satisfaisant aux iné- 
galités 

I '' - '*o I < ^f I .« — -^0 I < £. 

et tel que les points correspondaoU soient, sur la surface <!R, dans la région B. 

A cbaque point de ce petit domaine inclus dans B correspond un point, et un 
seul, situé dans le domaine A* Donc, au domaine inclus dans B correspond ainsi 
point par point un domaine inclus dans A. Quand et e tendent simultanément 
vers zéro, ce petit domaine inclus dans A s'évanouit en se réduisant à un seul 
point ^0 (le la limite de A. Ce point ^0 est le seul, par suite, tel que 

^(Zq) :=: f'Qf S(z^) ■=. Sq, 

27. Nous nous proposons à présent de cliercber le genre de l'équation y (/•,5)=i). 
Nous allonf nous appuyer sur la proposition suivante : 

Si{ro,Sg) est un des couples vérifiant Inéquation (j(r, 5)=o, il existe des 
fonctions rationnelles de r et de s qui ne deviennent infinies que pour ce 
couple {rot So), H <^'^ existe de tous les ordres possibles, à l'exception d'un 
nombre fini d'ordres. Ce nombre fini, indépendant d'ailleurs du couple (/*o,5o) 
choisi, est précisément égal au genre de la courbe (/(/•, 5) = o ( * ). 

(») Voir le Traité d'Analyse de M. E. Picard, t. Il, p. 4'^9 et 43o; en purticulier I» 
remarque de la page 43o. 
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Dans le cas présent, il est naturel de choisir pour le couple (ro^So) le couple 
correspondant au point a considéré au n° 17. 
Soit (g^ h) ce couple; g = r{a)^ h z=s(a). 
Considérons les deux suites 

{voir n"* 18). 
('2) «> P, y, ... 

Je dis qu'à tout nombre a. de la suite (2) correspond une fonction rationnelle 
de r et de 5 qui ne devient infinie que pour le seul couple (g^ A), et cela d'un 
ordre égal à [jl. 

Soit, en eflTet, la fonction 

N,j.=:Ri(r,5)-M'R,(/-,.ç), 

où R| et R2 sont des fonctions rationnelles à coefficients réels de r et de s. 

Cette fonction est infinie pour le couple (g. A), et infinie de l'ordre ui. Elle 

est finie en tout autre point (/*, s) de la région B de «îR. 
Reste à examiner la région B'. 
Rappelons-nous que la fonction 

N-:=R,(r,5)-/R,(/-,5) 

reste finie pour toute la région B. 

Dès lors, soient (/-Jj, 5'^) un point de B', (ro^So) le point imaginaire conjugué; 
Ri (/•«, 5o) — *R-i('*Oï "^o) a une valeur finie. 

Donc aussi 

Le genre de la courbe {j{r, s) = o est donc au plus égal à p. 

Je vais monlrer qu'il est exactement égal à p, et cela en faisant voir cpie pour 
aucun des nombres de la suite (1) (xi , X2, . . . , Xp) on ne peut trouver une fonction 
rationnelle de r et de 5 ne devenant infinie que pour le couple (g, h). 

Soit X un des nombres de la suite (1). 

S'il existait une telle fonction, Rj (r, s) -\- i R2(r, s) (R| et R2 étant des fonc- 
tions rationnelles à coefficients réels), R| et Ra seraient des fonctions K. D'ailleurs, 
de la condition que R|(r, 5) -|- t R2(r,5) doit rester finie à l'intérieur de B', il 
résulte que R|(/', s) — i R2(/', s) a le caractère d'une fonction entière à l'intérieur 
de B. Il y aurait donc une fonction Nx(2), X étant l'un des nombres de la suite 
X|, Xj, . . ., Xp. C'est contraire à l'hypothèse que nous avons faite (n° 18). 

28. D'après cela, le genre de l'équation (j*('*?^) = ^ ^^^ '^ nombre p lui-même. 



il. 
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Ce résultai acquis, nous sommes en mesure de donner une détermination plus 
précise du nombre p. Nous savons qu'à Téquation (j'(r, 5) = o, de genre p, sont 
niiachées p intégrales abéliennes de première espèce linéairement indépendantes. 

D'ailleurs nous allons faire voir (|ue nous avons p telles intégrales (p est le 
nombre des courbes L|, Lj, . . ., L/>). Il suivra de laque p est juste égal h p. 

Des intégrales abéliennes relatives o l'équation (J(rj s) = o vont nous être 
fournies par les fonctions F{z) définies au n® 1 1 . 

Considérons, en eflet, une telle fonction et envisageons le rapport ^^^^ 

[r{z) étant Tune des deux fonctions r, ^, au mojen desquelles toutes les fonc- 
tions K.(:î) s'expriment par des fonctions rationnelles à coefficients réels]. Ce 

rapport ,^ = — a tous les caractères d'une fonction K(2), à cela près qu'il 

peut devenir infini sur la limite du domaine A. 

En effet, -tt-t se comporte à l'intérieur du domaine A comme une fonction 

rationnelle. Sur la limite, il prend des valeurs réelles. Mais il peut devenir infini 
en un nombre fini de points situés sur la limite. 

Si Ton veut se rendre compte de la manière dont se comporte ce quotient ,^ 

sur la limite du domaine A, en un point Zq situé sur T^vf par exemple, reportons- 
nous au n° 12. 

Soit / = t{z) la fonction qui y a été définie. 

€JF 

Remplaçons z en fonction de /, — r= —7-7' Le numérateur aussi bien que le 

di 
dénominateur peuvent se développer en séries à coefficients réels, ordonnées 

suivant les puissances entières et positives de t. Si Ton effectue la division, l'on a 

où [i. peut représenter un nombre entier positif, ou négatif, ou nul. 

On peut toujours former un polynôme entier en r, à coefficients réelSy G(/-), 

d¥ . 

tel que G(/')-v7 reste fini tout le long de la limite du domaine A. 

En effet, soient >3|, ^2, . . .^ Zn les points de la limite de A pour lesquels -j- 

devient infini, et ai, a2, . . ., a,, leurs ordres de multiplicité. 

En ces points, /• prend des valeurs réelles et finies; soient Ti, r^, . . ., /•/, ces 

valeurs. La fonction 

d¥ 
(,. _ /•,)«.(/• - /•,)«.. . .(r - /•„)*'• -^- 

est réelle et finie sur toute la limite du domaine A. 
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C'esl donc une fonction K(5); par suite, c'est une fonction rationnelle, à coeffi- 
cients réels, de r et de s, 

dF , 

Donc -7- est aussi une fonction rationnelle à coefficients réels de r et de s, 
ar 

Donc F est une intégrale abélienne relative à l'équation Ç(r, s) = o. 

Maintenant, parmi les fonctions F, il en est de particulières, que nous avons 
désignées par la lettre J {voir n® 15). 

Elles restent finies pour toute la région B de Si, Cela donne à penser que ce 
sont des intégrales abéliennes de première espèce. Mais, pour nous en assurer, 
il faut faire voir qu'elles restent finies aussi pour la région B'. Or ceci résulte 

d¥ 
immédiatement de ce que -j- est une fonction rationnelle de r et de s, à coeffi^ 

cients réels; pour des couples imaginaires conjugués, {r^ s)j {r\s'), -z-- = -jr- 

prend des valeurs imaginaires conjuguées. 

La question qui se pose est alors la suivante : les/? intégrales de première espèce 
Ji (^)) ^2(^3), . . . , ip{z) sont-elles linéairement indépendantes? 

S'il n'en était pas ainsi, on aurait 

(A,-+-Bii)Ji(5) + (A,-f-B,0J«(-)H--..-+-(Ap-+-B;,0J/,(-) = P-+-Q', 

A| , A2, . . . , Ay, ; B4 , B2, . . . , By, ; P, Q représentant des constantes réelles. 
Prenons la dérivée des deu\ membres; on en déduirait 

(Al-^B,OBl('^^) + (A, -h B,OBî('*>*)+- • •+ (A^-f- B,,0 Rp(r, 5) = 0; 

les R sont les fonctions rationnelles à coefficients réels qui fournissent les inté- 
grales abéliennes considérées. 
On aurait donc, en particulier, 

A, Ri(r, 5) -f- A, Rî(r,.ç) +. ..-h- Ap R,,(r, .ç) = 0, 

d'où, en intégrant. 

Al J,(^) -f- A, J,(s) H-. . .4- ApJp(-3)=: A-f- Bt, 

A et B étant des constantes réelles. 

Or, le long de Lo, toutes les fonctions J sont réelles. Donc B = o. Le long de L| , 
le coefficient de i dans J| est i, tandis que i^t^it • •• > Jy? sont réelles. Donc A| =0. 
On démontre ainsi de proche en proche que tous les A sont nuls. 

La mén^e conclusion s'applique aux constantes B|, B2, . . ., B^,. 

Fac. de T,, a- S., IV. 1 1 
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V. — Equations caractéiiistiques du domaine A. Ensemble des domaines qui 

ONT LES MEMES ÉQUATIONS CARACTÉIIISTIQUES. CONDITIONS POUR QUE DEUX DOMAINES 
DE MEME CONNEXION PUISSENT SE REPRÉSENTEa L*UN SUR l\uTRE d'uNE MANIERE 
CONFORME. 

29. Dans ce qui précède, nous avons vu qu'à tout domaine Â de connexion 
égale à /> 4- 1 on pouvait faire correspondre deux fonctions K(5) particulières, 
ret 5, au moyen desquelles toutes les fonctions K(2) peuvent s'exprimer par des 
fonctions rationnelles à coefficients réels. Entre r et 5 existe de plus une relation 
algébrique à coefficients réels (|*(r, s) = o, et nous avons vu que le genre de cette 
équation est égal à p. 

Toute fonction K(2) est une fonction rationnelle, à coefficients réels, de r et 
de s. Mais la réciproque n'est pas exacte : car une fonction rationnelle à coeffi- 
cients réels de /* et de s peut devenir infinie en quelques points de la limite du 
domaine A, tandis qu'une fonction K(^) reste réelle et finie en tous les points de 
celte limite. 

Nous désignerons par[K(^)] une fonction rationnelle quelconque, à coefficients 
réels, de /• et de s. 

Il y a une infinité de systèmes de deux fonctions [K] au moyen desquelles 
toutes les autres peuvent s'exprimer par des fonctions rationnelles à coefficients 
réels. Je dis qu'on obtiendra tous ces systèmes en cherchant les transformations 
birationnelles à coefficients réels de y(r, s) = o. 

En eficl : 

I** Soit (/'ij^i) un pareil système de fonctions [K.]. Par définition, les fonc- 
tions [K] sont des fonctions rationnelles à coefficients réels de /* et de s. 

Donc 

/•i=:R (r,s), 

5,=:U'(r,.v), 

K et R' désignant des fonctions rationnelles à coefficients réels. Mais, d*après 
l'hypothèse, r et s sont aussi des fonctions rationnelles à coefficients réels de Ti 
et de 5|. 

La transformation Ti = R(/', s)^ s^ = R'(/*, s) est donc birationnelle, ou réver- 
sible. 

/•i et .Ç| sont liés par une relation algébrique à coefficients réels, (/i ( r, , 5| ) = o, 
également de genre/?. 

On sait en eifet qu'une transformation rationnelle réversible conserve le genre 
de l'équation que l'on transforme. 

2* Réciproquement, je considère l'équation Ç(r, s) = o, et je suppose que la 
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En effet, puisqu'on a z =/(3|), c'est que, à Tintérieur de Ai, /(^i) se com- 
porte comme une fonction entière dont ia dérivée n'est jamais nulle. 

Il en résulte que K|(Z|) a, dans le domaine Â|, le caractère d'une fonction 
rationnelle; en effet, K(z) est de la forme 

^(z) étant une fonction entière. 

SI l'on remplace z par/(5i), >p[/(2i)] a bien sur A| le caractère d'une fonc- 
tion entière ^ i (^i). 

Pour z = a^ Zi prend une valeur ai telle que /(«i ) = a. On a 



I . A 



Donc 



(- 



a)*~(^i-«i)*P(5,-a.)-(5,-a,)«*^'^* ^»)' 



P et $ désignant des séries ordonnées suivant les puissances entières et positives 
de Zi — ai, qui ne s'annulent pas pour z^^ ai* 

Sur la limite de A|, K| (^i) prend des valeurs réelles, finies [les mêmes que K(:;) 
sur la limite de A]. 

Nous avons donc bien obtenu une fonction K relative au domaine A|. 

Cela posé, aux fonctions r(5) et ^(.s) correspondent des fonctions /| (^i), .V|(^,) 

telles que 

rx{z,) = r[/{z,)l 

On a donc 

De plus, toutes les fonctions K relatives au domaine A| s'expriment en fonc- 
tions rationnelles à coefficients réels de /*{ et de s^ 

Car on a 

K{z) = R[riz),s(z)], 

K étant une fonction rationnelle à coefficients réels de r et de s. 

Donc 

K,{z,)=:K[/(z,)]=n\r[/(z,)ls[/{z,)]\--.\{{r,,s,). 

L'équation Ç(ri , 5|)=o est donc une équation caractéristique pour le domaine A| . 
De plus^ le point z^ parcourant le domaine A|, le couple {r^yS^) parcourt la 
région B de la surface A. 
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Si f{zs ) représente la foDChon/(:;i), où Ton a remplacé chaque coefficient par 

le coefficient imaginaire conjugué, la fonction z'=/{z\) réalise la représentation 
conforme de A', sur A'. 

3!2. Nous avons trouvé que d'une part le domaine A', d'autre part tous les 
domaines représentables d'une façon conforme soit sur A, soit sur A', ont les 
mêmes équations caractéristiques que le domaine A. 

Je dis que ce sont les seuls. 

Pour le prouver, je vais montrer que tout domaine ayant les mêmes équations 
caractéristiques que le domaine A peut être représenté d'une manière conforme 
soit sur A, soit sur A'. 

En eflet, soit A| un tel domaine. 

Soit Ç(r, s) = o une des équations caractéristiques du domaine A, Ç^ (ri , 5|) = o 
une des équations caractéristiques du domaine A|. 

L'hypothèse est que ces deux équations appartiennent à la même classe, et que 
la transformation birationnelle permettant de passer de l'une à l'autre est à coeffi- 
cients réels. 

J'appelle B la région de la surface Si de Riemann relative à l'équation 
(J{r, s) ^ o, et correspondant à l'intérieur du domaine A, B| la région de la sur- 
face c^Ri de Riemann relative à l'équation Çi(r«, 5«) ^ o, et correspondant à l'in- 
térieur du domaine A|. 

Soient /•(^), s(z) les deux fonctions [K] relatives à A et correspondant 
à y(/*, 5) = o, au moyen desquelles toute autre fonction [K] relative au domaine A 
peut s'exprimer par une fonction rationnelle, à coefficients réels. 

Soient ri(^i), 5|(:;i) les deux fonctions analogues relatives au domaine A| et 
à l'équation (Jt (r^^ 3^) = o. 

On passe de l'équation Ç(/', s) = o k l'équation (/, (r, , 5|) = o par la transfor- 
mation 

/• — n,(/-,, .ç,), 

l\i et lia étant des fonctions rationnelles, à coefficients réels, et cette transfor- 
mation est réversible. 

Par cette transformation, à la région B« correspond soit la région B, soit la 
région B'. Car si r< et St sont réels, il en est de même des valeurs ret 5 qui leur 
correspondent. 

Si le point (ti, Si) parcourt toute la région B, il va d'un point à un autre de 
celte région, sans passer par un point à coordonnées réelles, avec continuité. Il 
en est de même du point (r, s), et réciproquement. 
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SupposoDs que B corresponde à B|. Alors nous allons faire voir que A« est 
représenlable sur le domaine A. 

[Dans le cas où ce serait B' qui correspondrait à B|, A4 serait représentable 
sur A'.] 

J'introduis deux nouvelles fonctions [K] relatives au domaine A|, savoir : 

<yi(-i) = B,[/-i(5i), 5|(:;,)]. 

Soit z^ un point quelconque du domaine A4. 

Il lui correspond un point (/'i , 54 ) de la région B| , donc un point (pi , Ti ) de B. 

Or, il existe un points, et un seul, à Tintérieurde A tel que 

'•(s)=Pl(-l)» *(-) = <Xi(5,). 

C^est ce point z que nous ferons correspondre k z^. 

Les deux équations 

r(z) = p^{Zi), 

s(z) = <Ji{zi) 

définissent une fonction z de Zt telle que, lorsque Zt parcourt tout le domaine A| , 
sans omission ni répétition, z parcourt tout le domaine A sans omission ni répé- 
tition, et inversement. 

Si à B| correspond B', c'est sur A' que le domaine A| peut être représenté. 

Pour le voir, je considère r(z') et s{z'). 

Quand 2' parcourt le domaine A', le point (r, s) parcourt la région B'. 
Cela étant, à chaque point z^ de A| correspond un point (/'«, ^i).de B|, donc 
un point (pf, Ti) de B'. On posera 

s{z') = (7i{Zi). 

Ces équations, prises simultanément, réalisent la représentation conforme de A» 

sur A'. 

VI. — Cas particuliers. Exemples. 

33. Supposons que/> = o; soient A et A| deux domaines à connexion simple, 
et Ç(r, s) = Oj (Ji{ri^ Si) = o les deux équations algébriques qui leur corres- 
pondenty toutes deux de genre o. 
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On a 

>. = R(r, ,ç), /•=:R'(X), 5 = R'()0, 

R, R\ R'' étanl des fondions rationnelles à coefOcients réels. En effet, on sait 
d'abord que /• et s peuvent s'exprimer en fonction rationnelle à coefficients réels 
d'un paramèlre X, /• = R'(^), s ^ R^C^O* ^^ P^"^ d'ailleurs choisir ces fonctions 
de telle sorte que, /* et s étant donnés, les deux équations en \ n'aient qu'une 
racine commune, laquelle doit alors s'exprimer en fonction rationnelle à coeffi- 
cients réels des coefGcients des deux équations en X, r = R'()w), s = R''(X). 
Pareillement, l'équation Q^{r^, 5|) = o étant de genre o, on aura 

}.,= R,(r„5,), /•j=r;(x,), 5, = r;(Xo, 

Ri, R',, R", désignant des fonctions rationnelles à coeffîcienls réels. 

Cela posé, on voit que nous obtiendrons des transformations birationnelles 
à coefficients réels, et que nous les obtiendrons toutes en posant 

a) -J- 3 
). =z -p^ — ~ (a, (3, y, à étant réels). 



y'i 







Le problème est donc indéterminé, et dépend de trois constantes arbitraires. 
Maintenant, supposons que pour X = X| les domaines ÂetÂi se correspondent : 

il en sera de même si X = —^^ — ^» pour aS — pY>-o, car alors les parties imagi- 
naires de X et X| seront toujours de même signe. 

Si, au contraire, on a ao — ^"^ <C o, A« correspond à A'. 

De même, il y a une infinité de manières de faire correspondre le domaine 
(A, A') à lui-même. 

Au point 



on fera correspondre le point 



'■.=«'(^?)' -.=«■( 






Si ao — Py est positif, A correspond à A, A' à A'. 
Si a8 — 3y est négatif, A correspond à A', A' à A. 

34. J'aborde le cas où p = i : 

Si (tq, Sq) est un couple quelconque de valeurs vérifiant l'équation (J{r, 5) = o, 
de genre i [nous prendrons le point (/*o, ^o) dans la région B de la surface ^R.], 
il existe des fonctions rationnelles de /* et de s ne devenant infinies que pour le 
couple (/'o, ^o)ï ^' infinies d'ordre jx; il y a exception pour une seule valeur de |jl. 
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Cette valeur, pour laquelle il y a exception, est évidemment jjl = i. Car, si 
N|(5) existait, Nif^(^) est une fonction Njjl(>5), quel que soit Fenlier ijl. 
Donc 

Entre Na etNs existe {voir n°21) une équation entière, du second degré en N3, 

Nî = N3G,(N,) + G,(N,), 

G| désigne un polynôme entier de degré i; 
G3 désigne un polynôme entier de degré 3. 

Cherchons à réduire autant que possible le nombre des constantes arbitraires. 

L'expression générale des fonctions [x, qui deviennent infinies du deuxième 

ordre, est 

w = XNj(w)-+- juL, 

). et [JL sont des constantes arbitraires. 

De même, l'expression générale des fonctions i>, qui deviennent infinies du 
troisième ordre, est 

r = X'N,(;:)H-juL'N,(5)-+-v', 

}/, [jl', v' étant des constantes arbitraires. 

Soit 

i' = N,(5)-iG,[N.(-)]. 

Alors 

«•'=NÎ-N,G.(N.) + ir.;(N,) 

ou 

R3 désignant un polynôme du troisième degré en N2. 

Enfin, on peut choisir u de manière à mettre cette équation sous la forme 

car ridentité 

donne 

a = 4/.», 

équations d'où Ton peut tirer successivement X, [x, g^ et g^, 11 y a trois solutions. 
Fac. de T., 2* S., IV. I 2 
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Uemar(|iions que si Ton pose 



avec 



on a 



on 



ou enfin 



avec 



(1*011 je conclus 



r z=. ftv\ u ^Lz bu' 



a^=zb\ 



v'^a''—!xbUi'^ 






bu'-- 



03 



r'*=4"''- 77"'-*-* 



a 






tt 






«- « — p ' 



.r' — ci • 



'3 3 

C» 3 O » 



Cela posé, soient deux domaines A et A< de connexion double. On aura 



pour A, 
pour A,, 






Si A| est représcntable sur A ou sur A', ces équations pourront se déduire 
Tune et Taulre de y(/', 5) = o par une transformation birationnelle. Donc 
on aura 



rt t /2 



tr> 3 



■n 



35. Nous avons vu, dans ce (jui précède, que la condition nécessaire et suffi- 
sanle pour que deux domaines A et A| soient représentables l'un sur l'autre est 
(|ue l'ensemble des équations caractéristiques soit le même pour les deux do- 
maines. 

Supposons cette condition remplie; alors une question se pose. De combien 
de manières différentes cette représentation est-elle possible? 

Nous allons ramener cette question à la suivante : 

Trouver les transformations du domaine A en lui-même. 

Soient T et T' deux transformations du domaine A en le domaine A|. 

On a 

T' = T'T~*T -=■ (T'T""MÏ. 

Or T'T~* est une transformation du domaine A en lui-même. 
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Il faut donc chercher à transformer (/(/', 5) = o en elle-même par une transfor- 
mation rationnelle à coefficients réels. 

Prenons le cas 011 p = i. 

Alors /• et s peuvent s'exprimer par des fonctions elliptiques d'un para- 
mètre u (*), r = <p(m), s = •i(w). 

Posons 

Les diflTérenles transformations de la courbe en elle-même correspondent aux 
diflTérentes relations enlre u et W|. Il faut trouver celles de ces relations pour 
lesquelles la transformation est birationnelle et à coefncients réels. 

Appelons ato la période réelle, 2w' la période purement imaginaire de 'f (^/) et 
de 4(w). A chaque système de valeurs de (r, s) correspond un point, et un seul, 
à l'intérieur du rectangle des périodes. 

Ce rectangle OAGB {Jig- 2) est partagé en deux parties égales par la 



I ig. J. 
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E 
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«V JT. 



droite DE, (iy = a)'). Ces deux parties sont les champs des valeurs de u qui 
correspondent aux deux régions B et B' de la surface c^ de Riemann définie par 
Téquation (j(r, ^) = o. 

La courbe réelle (j(/*, 5) = o est, comme on sait, composée de deux courbes 
séparées; l'une de ces branches correspond à la portion de droite iy = w' com- 
prise entre le point w' et le point w'-|-2(o(les points D, E); l'autre branche 
correspond à la portion de droite ^' = 0, comprise entre o et 20) (le segment ()A). 

Cela posé, il est clair que la relation entre n et Ut doit faire correspondre à un 
point Uf intérieur au rectangle des périodes, un autre point Ut, et un seul, égale- 
ment intérieur au rectangle des périodes. 

On a donc 

a// -f- [3 



//i = 







ti 



(») Voir le Traité d'Analyse de M. K. Picard, t. II, p. >o4 
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a, 3, Y et 5 élant réels, el, de plus, ao — ^y sera positif, puisque celte transforma- 
lion transforme en lui-même le demi-plan nord. 

De plus, cette relation doil subsister quand on y remplace u par M-i-2/w<i>-|-2/?i'to' 
(quels que soient les entiers m et m'). 

Donc Y ■= o, 5 = I ; a doit être un nombre entier : 

//izz: au -h p. 
Inversement, ii doit être exprimable par Ut sous la même forme. Ceci exige 



a =3: i; 



bref, 

«, = d= M -+- (3. 

Sous ces conditions, la transformation sera birationnelle en vertu du théorème 
d^addition. 

Reste la condition relative à la réalité. 

Il faut choisir ^3 de façon que ç(^) et 'lO) soient réelles. Ceci exige ^ = c ou 
[ï = c 4- w', c étant réel. 

i" Si p = c<, W| ^(/ -H c, chaque moitié du rectangle des périodes se correspond 
à elle-même ; B correspond à B. 

Si (/| = — M -f- c, chaque moitié du rectangle correspond a Tautre; B corres- 
pond à B', B' à B. 

?2° Si jï = c-f-(i)', // 1 = w -h c -f- w', chaque moitié du rectangle correspond 
à l'autre, B correspond à B', B' à B. 

Si //| := — //-j-c-f-w', chaque moitié du rectangle se correspond à elle-même. 
B correspond à B. 

36. Soit à représenter une aire doublement connexe sur Faire ajant pour 
limites deux cercles concentriques dont le centre commun soit Forigine et dont 
les rayons sont i et /• <^ i . 

La fonction J(^) = — «(^5 jouit des propriétés suivantes : 

1'* Sur le cercle extérieur Lo, 

donc 

J(3)— 9; 

2" Sur le cercle intérieur L|, 



donc 



H') = 9-iCr = ? + it(^^ 
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I 

J(3) =: cp -h oi)' Cil posant oj'==/(^(-j. 

Considérons la fonction p{ii) de Weierstrass, qui admet pour périodes 

2(ù = 27: 



et 

2&) 



-<^ 



La fonction p\ -4^(5) est une fonction uniforme de z. Car, si 2 décrit autour 
de Torigine un contour fermé, Ji^z augmente de 2/?i£7w, m étant un nombre entier. 
p\ ~-C(^) I reprend la même valeur puisque, par hypothèse, 

p{u-{'2mr.) = p{u). 

A l'intérieur du domaine A compris entre L,, et L,, p -■C(^) ^ '^ caractère 
d'une fonction entière. 

Au point 5^1, situé sur Lo, p(- ^z\ devient infinie comme __ « 

Sur Lq, p(-^ ) prend des valeurs réelles et finies, p('f ), sauf en z = i. 

Sur L|, p( ^1 prend des valeurs réelles et finies, p(<p -4- w'). 

C'est donc une fonction [K(c)]. 

Il en est de même de p'I-- -C^ ) • 

C'est une fonction uniforme de 5, qui a le caractère d'une fonction 
entière à Tinlérieur de Taire A, qui ne devient infinie qu'au point z = 1 

[comme :r • 

Enfin, elle prend des valeurs réelles sur Lo et sur L| ; c'est une autre fonction 

Toute fonction [K(5)] est une fonction rationnelle à coefficients réels de 
p(<;)ctdep'(^f). 

Si elle a des valeurs réelles qI finies sur L© et sur L|, ce sera une fonction 

K(3). 

Considérons la fonction p\- -C^ — '^ )• 
Ses infinis sont donnés par la formule 

-7 41 2 = « « -h 2 /M r -h 2 m\)' 
i ^ 
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OU, CD remplaçant co' par sa valeur, <X. -> paria formule 



z — /•»"»' c-«. 



(!lhoisissoQs pour a une valeur réelle telle que Ton ait 

/• < e-* < I . 

On aura 

r' e-* < r* < /•, 

puis 

i< - < -. e-«. 
r /•• 



Donc, à rinlérieur du domaine A, pi i=:^ — «a j n'a qu^in infini, z = 



»— a 



D'ailleurs 






/^'3 



p > 

i (• ^ / '/ '■ =r-. ) • 






D'autre part, puisque l'on a r < e~« < i, j'en conclus e*>- 1, puis r2e«<; r. 
Donc, p(^-f-/aj a le caractère d'une fonction entière à l'intérieur du 
domaine A. 

Il suit de là que p l -^ — îolj est une fonction N2(:;). 

p'(ii) ayant les mêmes infinis que p(w)> P' ( "^ — '*) ^*^ "'^^ fonction N3(w). 

sont des fonctions A(3). 
11 en est de même de 



de 
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l (le 






D'une façon générale, envisageons la fonction 

^'■^""<¥-'.)<¥-4-'(¥-"-) 

avec la condition 

ai -f- aj -4- . . . 4- a„ 1=: 61 -f- 6j -f- . . . -+- ^„. 

On sait qu'elle peut s'exprimer rationnellement en fonction de pf -^ ) et de 

Donc, elle est uniforme. 

Ses infinis sont donnés par la formule 

-4^5 =r ^X-+- 2m7r 'h am'w' = 6x -t- am?: -+- 2/n'i.(^- (^ = 1, 2, . . ., n) 



ou 



4;s=/Ox-+-«Px)-+-2/7i£7r — am'^^i (^x et ^x étant réels), 



r 
ou, enfin, par 

Si, maintenant, nous définissons <î>( -^ j par la formule 

ax et 6x désignant les quantités imaginaires conjuguées de a\ et de 6x, on a 

a'i H- a', H- . . . -h a'n ^b\ -h 6', -h ... H- //„, 

et les infinis sont donnés par la formule 

(5)^' = /•*"»' e?^c'?îi. 



()G R. LE VAVASSEUR. 

Supposons que S-^ ait été choisi de manière que l*on ait 

/• < e~?* -< I. 
On a vu plus haut que le seul infini z„,' inclus dans le domaine A est 

et qu'il n'y a pas d'infinis (z)m' dans ce même domaine. 

Faisons la même hypothèse, r < e~P* < i , pour toutes les valeurs de A, depuis i 
jusqu'à n. 

On voit que <t> ( -^^ ) se comporte à l'intérieur de A comme une fonction ration- 
nelle, et <t>(-^) comme une fonction entière. 

Donc <t> ( -^ ) est une fonction N(5). 
Les fonctions 

*(7<=)'^(7'-)' 

sont des fonctions K(5). 

Nous pouvons ainsi former la fonction K.(:;) qui correspond à telle fonction 
rationnelle que Ton voudra, pourvu que cette fonction K(5) existe. 

Ajoutons que, p{z) étant la fonction rationnelle donnée, le problème de 
Dirichlet est, par cela même, résolu pour le domaine A considéré relativement 
aux fonctions réelles de x et i\ey 

37. Soit maintenant ^ un autre domaine doublement connexe. 

Il existe une fonction J(^) ayant à Tintérieur de A le caractère d'une fonction 
entière, prenant sur la limite extérieure ^lo des valeurs réelles, et §ur la limite 
intérieure ^i des valeurs dont la partie imaginaire est i. 

Soil lia la période réelle dont augmente J(^) quand z décrit un contour fermé 
une seule fois dans le sens direct, ce contour fermé étant tout entier à l'intérieur 
de X et entourant la ligne ^|. 



et 
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Alors la fonction ~ J{s) admet la période 21?. 

Sur ^o> elle est réelle. 

Sur -Ç^i, la partie imaginaire de - J(z) est constante et égale à — • 

Déterminons le rayon r du cercle L| considéré dans le numéro précédent par 

la condition ^ - = -1 

^/' a 

(nous supposons a> o, de façon que Ton a r < i). 
Ceci posé, considérons la fonction 

1® Quand J(^i) augmente de 2ma, z demeure invariable; 
2® Si 5| parcourt 4^0? '^ point z parcourt la circonférence Lq, puisque la valeur 
absolue de z est i . 

3® Si le point Zi parcourt ^f , la valeur absolue de z est constante et égale à 

e " = /•. 

Le point z parcourt la circonférence L|. 

A un pointai du domaine <^o ne correspond qu'un point z du domaine A. 

Réciproquement, si le point z est donné dans le domaine A, J(^i) sera connu 
(à un multiple de 2a près). 

A la valeur 3(Zi) ainsi déterminée ne correspondra, dans o\>y qu'un point w|. 

La formule z = e^ réalise donc la représentation conforme du domaine A. 
sur le domaine A où Ton a convenablement choisi la valeur de /*. 

Remarquons que la formule ^ =ze'? (simple rotation autour de roriglne)nous 
permettra de faire se correspondre deux points quelconques choisis, soit sur les 
limites extérieures, L©, ^oy soit sur les limites intérieures, L|, ^|. 

Au contraire, la formule Ç rrr - e'? (^ étant toujours réel) permettra de faire 

correspondre un point de 4^0 ^ un point de L|, ou un point de 4Li ^ un point 
de L«. 

En résumé, on pourra réaliser la représentation de manière à faire se corres- 
pondre deux points quelconques pris, Fun sur la limite de A, l'autre sur la limite 
de e^. 

38. Voici un premier exemple : 

Considérons un domaine X {fi g* 3) limité par deux circonférences, une exté- 

Fac, de T,, a- S., IV. I 3 
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rieure ^^«y l*autre inlérieure ^|. On sait qu'il existe sur la ligne des centres deux 

RP 

points P et Q tels que le rapport ^rr reste constant aussi bien quand le point R 

Fig. 3. 




parcourt la première circonférence ^« que lorsqu'il parcourt 4^1. Ce sont les 
points doubles de Finvolution déterminée par les deux couples (A, B), (C, D). 
Soient g et h les deux rapports 



g = 



AP 
AQ 



h = 



CP 



Soient^ = a la quantité imaginaire dont Taffixe est P; 3= 6 la quantité ima- 
ginaire dont Faffixe est Q. 

Sur ^0 on a 

z — a 



sur ^j on a 



5 — 6 



a 
6 



= h. 



L'équation de 4^0 sera 



5 — a 



=zgei9 



(f étant une variable réelle); celle de ^% 



Posons 



Sur^, 



z — a 



= he'9. 






=iiJ{z). 



eJ(5) = i>4--i:^, J(-) = ?-'<.é'; 
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sur41i, 

ii{z) = 19 -h ^/i, J{z) =^ (p — ii;^//. 

Les deux points P et Q étant extérieurs au domaine ^l>, la fonction 3{z) a 
bien le caractère d'une fonction entière à l'intérieur de Jl>. Elle a la période 2r. 
Pour représenter le domaine X sur le domaine type A, posons 

15, — a 

Z =z — — • 

Il faudra choisir /* par la formule 

h 

39. Considérons maintenant deux ellipses homofocales. 
Soient 

a» ^ 6' "" ' 



leurs équations, avec 



Posons 



a\ ^ b\ 



| = acos<p, /iz=^sin9, 
5 = Ç 4- iYî = acos9 -+-e^sin9. 



Soient 



cz=i\Ja^ — b^j «HT ccos(ia), 6 z= — icsin(ia) (a réel), 
Alors 



5 =r ccos(9 — /a), 



d'où 



9 = la -+- arc cos 



(9 



Sur Cl, 



Posons 



Alors 



^=:atC0S9, y3=:6, sin9. 



rt, =c cos l'ai, 6, =— ecsin(ea,) («i réel). 



z =:ccos(9 — /a,), 9 = /«i -h arc cos {-\ 
Ainsi, sur ^lo 

(0 



ioL -h arc cos | - ) est réel. 
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Sur Cl, 

îotx -\- arc cos - csl réel. 

c 

Prenons 

(z) = arc cos — h<« = <« — ri • 

^ ' c ^ c 

Sur 4^0î J('5) prend des valeurs réelles. 

Sur ^1, la partie imaginaire de J(^) est «(ai — a). 

Les points critiques 2 = it: C) qui sont les foyers communs aux deux ellipses, 
sont extérieurs au domaine 'Xy, 

J(v) a donc bien le caractère d'une fonction entière à Tinlérieur du domaine X, 
Sa période est 277. 

Pour représenter le domaine X sur le domaine type, on se servira de la fonc- 
tion 



c 



Ici, 



Comme on a 



/• = e*i~». 



a -h b ^ ai -h bi 

c c 



/•=ie*i~* — 



^, -+- bi 
fi ~h b 



De la formule précédente, on tire 



-=^(^''"+^5) 



RECHERCHES SUR L'HYDRODYNAMIQUE, 



Par m. p. DUHEM. 



DEUXIÈME PARTIE. 

SUR LA PROPAGATION DES ONDES. 

(8UITB ET FIN.) 



CHAPITRE II. 

LA MÉTHODE D'HUGONIOT. 



§ 1. — Définitions diverses. Les deux lemmes d^Hugoniot. 

Nous avons étudié, au Chapitre précédent, les ^propriétés des surfaces le long 
desquelles les éléments du mouvement d'un fluide, c'est-à-dire les six quantités 

sont discontinus. Dorénavant, nous supposerons que, dans la région étudiée, et 
pendant le laps de temps considéré, ils demeurent continus. Mais, dans cette 
région et pendant ce laps de temps, chacun de ces éléments peut se composer de 
plusieurs fonctions analytiques difl'érentes. De là découlent divers problèmes qui 
seront examinés aux deux Chapitres suivants. Au présent Chapitre sera exposée 
la méthode propre à traiter ces problèmes. 

Considérons une certaine région de l'espace et un certain laps de temps. 
Soient u^{x^y^ z, /), ii2{^iy^ ^j deux fonctions analytiques uniformes définies 
en tous les points {x^y^ z) de cette région et à tous les instants t de ce laps de 
temps. 

Supposons qu'à l'instant t une certaine surface S soit tracée dans la région 
considérée et qu'elle partage cette région en deux parties i et 2. 

Supposons que cette surface S jouisse, à l'instant t, des propriétés suivantes : 

Sur la surface S, les deux fonctions Ui, U2 sont égales entre elles; il en est de 
même de deux dérivées partielles correspondantes quelconques de ces deux 
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/j ff ♦ ^ ih'f^ht f A? c«,^ i^ tuils^,*', ^j ft ^/rt f4«t «rÇil^ ^ u ti^iTiii.tt pirtidi* come^- 

r</^ An^Uf* H toh'/ 4é U'j.i^U/: u f'/o/Jlf/'/n // *^r>ît dif^ootîaae poarrail. à ce 

\ ,ttr^f\ftf fthtii ththuhut. ^ itu^ uMf tHfi'at.f, uut: normale, nous la dirigeroQ> du 
f hU t >n* h, //et/: I il hffUf. fU't\^uf9hu% \f'dr %. 'i. y '^* co^inui des angles que 

U tini'tt'i fi/ttêht hi /|M'ffM4 flivt'in innlanU / d^iin certain laps de lemps on 
)/OMMi< Ittin M//M:f»f/OM/lM itiif niiil.iij*, S vari;ilile avec / et qu'à chacun de ces 
ni^hiiilt I \ii '^niliin: h Ht:i,t mil' ninU' tVmulié* n pour la fonction u(x,y, Zy 0;on 
iIlM »ih/<»f fjiM* iiWi* HiiitiHi: viifiiililr it\é'f' l n'|uV;sfnle une onde persistante. 

hMlMil ^, ?>' /A// I «; h'tt |HiDiiioii»i i<'h|M'cliv(îs d'une telle onde aux instants t 
MM I ilf f l'iH MM |iiiiMl M dr hi niiifjin» S, HUMioiiH une normale à cette surface; 
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loi 



celte normale rencontre en M' la surface S'; désignons par o la longueur MM', 



Fig. 12. 



S' 



2 y 



M 



M' 



comptée positivement si la direction MM' va du côté ?. au côté i, et nëgalivemcot 
dans le cas contraire; posons enfin : 

dX» sera la vitesse normale du déplacement de Vonde, 

L'étude des ondes de divers ordres d'une fonction repose sur deux lemmes à la 
fois très simples et très féconds. Ces deux lemmes ont été donnés par Hugoniot 
qui en a tiré, touchant la Mécanique, de remarquables conséquences (*). 

Soit M un point d'une surface S qui est, à l'instant /, pour la fonction //, une 

Fig. i3. 




onde du premier ordre {fig* i3). Soient a, 6, c trois quantités finies assu- 
jetties seulement à la relation 



(95) 



«a 4- 6(3 H- cy == o 



et e une quantité infiniment petite. Par le point M, menons un segment Mm dont 



(') Hugoniot, Journal de Mathématiques pures et appliquées^ \^ série, t. ill, 1SS7, 
P- 477- 
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les composantes soient ea, e6, ec; ce segment sera tangent en M à la sur- 
face S. 

Les deux fonctions {/|, u^ étant analytiques dans la partie de l'espace que Ton 
considère, on peut écrire 

//i(M) — </|(w) _dui dut , diii ^_^^f, 

£ ôx ùy ùz 

//,( M) — </, (w) (^/i, (^1/, ^ ^«* ^ ,û 
^ ^dx^-^ d^^"^^.""^'^- 

les dérivées partielles du second membre se rapportant au point M et les quan- 
tités 0|, Q2 demeurant finies lorsque £ tend vers o. 

Retranchons ces égalités membre à membre en observant que 

i/,(M)i=i/,(M); 
nous trouvons l'égalité 

(96) ilil^i)ZLflii^)+e(e.-9.) 

_ (ôu^ àu\\ . l ôu^ àiii\ , /"àiii 



\ Ow ô^v ) \ày ôy 



>-(^--^) 



Projetons normalement le point M en [x sur la surface S; si la courbure de la 
surjace S au point M' n^est pas infiniment grande, la distance m[x est un infi- 
niment petit du second ordre par rapport à £. Alors les fonctions {/|, 1/2 étant 
analytiques, on peut écrire 

es,, '^2 demeurant finis lorsque £ tend vers o. 
Si Ton observe en outre que 



on voit que la relation {<j6) devient 






C 



Le premier membre tend vers o avec e; le second ne dépend pas de e; il doit 
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donc être nul. L'égalité 

(du^ dux\ (dut àuy\ , ( du^ du^\ 

est donc une conséquence de Tégalilé (gS). 

Pour cela, il faut et il suffit qu'il existe une grandeur / telle que Ton ait, quels 
que soient a, 6, c, l'égalité 

D'où la proposition suivante, qui est le premier lemme d'Hugoniot : 

Soit S une sur/ace qui est, à Vins tant t, onde du premier ordre pour la 
fonction u. A chaque point de cette surface où la courbure n'est pas infinie 
correspond une grandeur l telle que 

du^ du^__^^ 
ôx dx ' 

(97) '^-"■d[7 = '^'' 

duf du. , 

ôz ôz ' 

Supposons maintenant que la surface S soit, pour la fonction u^ une onde du 
premier ordre persistante; soient S sa position à l'instant / et S' sa position à un 
instant /', voisin de /. Par un point M de la surface S menons une normale à cette 
surface; cette normale rencontre en M' la surface S'. Si les coordonnées du 
point M sont x^ y y z et si les coordonnées du point M' sont x'^ y^ z\ on a, par 
définition de la vitesse ^^ 



x' — X 



.-^—,=z^a^^{t'-t), 
ÇzJL^^ç,^^(^t'-t), 

les quantités f , ^, ^ demeurant finies lorsque (/' — /) tend vers o. 
D'autre part, la fonction u^ étant analytique, on aura 

M^(M^<0 — Mt(M, /) _dui du^x'—x du^y^-y duj z'—z ///__ .x 

t'^t ^ dt'^ dx t'-t "^ ôy t'—t ^ ôz V—t "*" *^ '' 

Oi ne croissant pas au delà de toute limite lorsque (^' — i) tend vers o, et les 
dérivées partielles se rapportant au point M et à l'instant t, 

Fae, de T., a» S., IV. l4 
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Ces diverses égalités permettenl d'écrire 

//,(M', /')-«! (M, /) du, 



t'^t dt 






r,, ne croissant pas au delà de loule limite lorsque (/' — /) tend vers o. 
On a de même 

y,2 ne croissant pas au delà de toute limite lorsque {t' — t) tend vers o. 
Retranchons membre à membre ces deux égalités, en observant que 

i/,(M, = Wt(M, 0» «,(M', /')r=i/,(M', V) 
et en tenant compte des égalités (97). Nous trouvons 

^_^^X/=(r,.-r„)(.'-0. 

Le second membre de cette égalité tend vers o avec {t' — t)] le premier, qui ne 
dépend pas de (^' — /), doit être nul ; d'où le deuxième lemme d'Hugoniot : 

Soit une fonction u qui admet une onde persistante du premier ordre; à 
chaque instant et en tout point de Vonde relative à cet instant, pourvu qu^en 
ce point la courbure de Vonde ne soit pas infiniment grande, on a V égalité 

On observera que les deux lemmes précédents demeureraient vrais au cas où les 
trois variables o?, y^ z seraient remplacées par un nombre quelconque de variables 



§ 2. — Expression de la vitesse de déplacement X pour les ondes 

DE divers ordres (*). 

Les lemmes précédents suffisent à résoudre le problème suivant : 

Une fonction u admet une onde persistante d^ordre n ; au moyen des déri- 

, . ■ I II I ■ -.'.__ 

(*) Sur le théorème d'Hugoniot et quelques théorèmes analogues ( Comptes rendus, 
t. GXXXJ, 34 décembre 1900, p. 1171). 
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çées partielles d'ordre n des fonctions W|, Ui, former une expression de la 
vitesse de déplacement X qui demeure invariable par un changement de 
coordonnées rectangulaires. 

1° Onde du premier ordre. — Les égalités (97) et (98) donnent les trois 
relations 

\dx ôx)-^ \dt dt)°^' 

(99) [ ^[-jy - '^) — [-^ - -^jP, 

r^fdu^ du A fdut âu^\ 

^[-â^''-ô^n''VôT-l)tP' 

Élevons au carré les deux membres de chacune de ces égalités et ajoutons 
membre à membre les résultats obtenus; nous trouvons la formule 

qui résout, pour les ondes du premier ordre, la question posée. 

2° Onde du second ordre. — Une telle onde est onde du premier ordre pour 
la fonction -c— et aussi pour la fonction -r-; à chacune de ces deux fondions 
appliquons la première des égalités (99); nous trouvons les deux égalités 

âx^ dx ôt ' 

o/V» r r rrz -— Ot, 

dx dt dt* 

Multipliées membre à membre, elles donnent la première des égalités 

dx* ~" àt* 

dy^ "^ dt' ^'• 

dz^ ■" dt* ' ' 

Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 
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En ajoutant membre à membre ces égalités, nous trouvons la relation 



(loi) X'A(//,— 1/,) = 



ôt' 



qui résout, pour les ondes du second ordre, le problème posé. 
Cette relation est due à Hugoniot (* ). 

3° Onde d'ordre pair : n = 2q. — Désignons par A^ le résultat de l'opéra- 
tion A répétée q fois de suite. Nous allons prouver que Ton a 

(•oa) X"A,(«.-«.)^ '^''^"j~"'^ - 

L'égalité (loi) nous montre que cette formule est exacte lorsqu'on fait q=i et, 
partant, n = 2; pour en établir la généralité, il nous suffit de prouver que, si 
elle est vraie jusqu'à une certaine valeur de q et, partant, de n, elle demeure 
encore vraie lorsqu'on augmente q d'une unité et, partant, n de deux unités. 

En d'autres termes, il s'agit de prouver que si la formule (loa) est exacte pour 
toutes les ondes d'ordre pair jusqu'à l'ordre n = 2qj on a, pour toute onde 
d'ordre (n 4- 2), 

(102 bis) X^^» A^H_,(i/,- u^) = ^^^Vi 

Une onde d'ordre {n -h 2) pour la fonction u est une onde d'ordre 2 pour la 
fonction A^i/; on a donc, selon la formule (101), 

Une onde d'ordre (/i + 2) pour la fonction u est une onde d'ordre n pour la 
fonction -^-j-; on a donc, selon la formule (102), 



Enfin 









Ces trois égalités justifient l'égalité (102 bis). 



(*) IIuGONiOT, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. III, 1887, 
p. 477- 
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4** Onde d^ ordre impair ; /i = 2*7 4- 1 . — Une onde d'ordre {'iq -\-i) pour la 
fonction u est du premier ordre pour la fonction A^2/; on a donc, selon la for- 
mule (100), 

Cette onde est en même temps d'ordre iq par rapport à la fonction -j-y en sorte 
que la formule (102) donne 

^ dt dr' 



Enfin 

/9 A_^i/.— n.\ 



^^^{tlJ—u^) _ ^ d(u^'-Ui) 



ôt ~ ^ dt 



Ces trois égalités nous donnent la formule 

(,o3) 0;i-j[^M^^zilL)J V [^Al^pilil]' 



V ô^,{u,-u^) V) ^ V dHu,-u,) -y 



qui achève de résoudre le problème posé. 

On voit de suite que ces formules conduiraient presque immédiatement à la 
solution du problème suivant, que nous nous bornerons à énoncer : 

Donner de la vitesse Sf^, pour les ondes de divers ordres, une expression qui 
ne varie pas par un changement quelconque de coordonnées curvilignes 
orthogonales. 

§ 3. — Applications diverses de la méthode d'Hugowiot. 

Avant d'appliquer la méthode d'Hugoniot aux questions d'Hjdrodjrnamique 
faisons usage des formules précédentes pour étudier diverses équations aux déri- 
vées partielles que l'on rencontre en Physique mathématique. 

La première que nous considérerons, avec Hugoniot (*), est l'équation 

(l04) a'Af/nz^j^, 



(*) HcGONioT, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4* série, t. III, 1887, 
p. 477- 



IIO p. DUHEM. 

OÙ a est une constanle réelle, que Ton renconlre dans Télude des petits mouve- 
ments des fluides; la comparaison des égalités (loi) et (io4) montre de suite que 
si une intégrale de cette équation offre une onde du second ordre, cette onde se 
déplace avec une vitesse 

(io5) ^X»=z±.a. 

Ce résultat s^éteod d'ailleurs à toutes les ondes d'ordre supérieur à 2 que pour- 
rait présenter uoe intégrale de Téquation (io4)* En eflet, une onde d'ordre /{ 

(/i > 2) pour la fonction u est du deuxième ordre pour la fonction ^^_, ; et, 

d'autre part, celte fonction vérifie encore une équation de la forme (io4), comme 
on le voit en difl*éreutiant (/i — a) fois par rapport à / les deux membres de 
l'équation (io4)- 

, Des considérations semblables (*) s'appliquent à Véquation des iélégra" 
phisies : 

(106) ^tA«-,x— = -^, 

où a et [X sont deux constantes réelles. En tout point d'une onde du second ordre 
pour la fonction ;/, on a 

du y du^ 

en sorte que l'équation (106) exige que l'on ait, en un tel point, 



a' A(«2— «1) = 



ôl' 



La comparaison de cette égalité avec l'égalité (101) montre que la vitesse de dé- 
placement d*une onde du second ordre pour une intégrale de l'équation (106) est 
encore donnée par l'égalité (io5). 

Comme dans le cas précédent, ce résultat s'étend aux ondes d*ordrc supérieur 
à 2. 

Il peut arriver que les formules du § 2 conduisent à attribuer à X^, pour les 
ondes d'un certain ordre, une valeur infinie ou négative; dans ce cas, nous 
sommes certains qu'une intégrale de l'équation considérée n'admet pas d'onde 
persistante de Tordre considéré. 



(*) Sur V interprétation théorique des expériences hertziennes {L* Eclairage élec- 
trique, t. IV, 1895, p. 494)' 
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Ainsi, en tout point d^une onde du second ordre pour la fonction //, on a 

âui _ dut^ 

une intégrale de Péquation 

(107) Ai/ = /x — , 

que l'on rencontre dans la théorie de la conductibilité, ne pourrait donc admettre 
une onde du second ordre sans que Ton eût, en tous les points de cette onde, 

A(l/, — £/,)= o, 

partant, selon Tégalité (101), 

Une intégrale de Téquation 
(108^ a* au -\- -r-Y '— o 

ne pourrait admettre une onde du second ordre sans que l'on eût, en vertu de 
l'égalité ( 10 1), 

Les intégrales des deux équations (107), (108) ne sauraient donc admettre 
d'onde persistante du second ordre; cette proposition s'étend sans peine aux 
ondes d'ordre supérieur à a et fournit le théorème suivant : 

Si, de part et d^ autre d'aune surface S qui peut varier avec /, deux fonc- 
tions analytiques M|, «2 vérifient soit Inéquation (107), soit l'équation (108), 
et si Von a, en tout point de la surface S et à tout instant, 

dui âuf âui _ duf du^ du^ dux ôu^ 

dx dx ày ~~ ày as ôz dt ôt 

les deux fonctions W|, U2 se prolongent analytiquement Vune Vautre. 

L'équation 
(109) «« — Aa - ^ An - fx' -^ = o 

se rencontre dans l'étude de la propagation de l'électricité au sein des corps con- 
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diicteurs (*) cl dans Pétude des petits mouvements des fluides compressibles vis- 
queux (^). Imaginons qu'une intégrale de cette équation admette une onde du 
troisième ordre. Nous aurons, en tout point de celte onde, 



partant 






û r := O, 

âl 



D'autre part, cette onde du troisième ordre pour la fonction u serait du premier 
ordre pour la fonction Ae/; si elle était persistante, on aurait, en vertu des éga- 
lités (97) et (98), 

et, partant, 

31L =0, 

Une intégrale de l'équation (109) ne peut donc admettre d'onde persistante du 
troisième ordre ('), ni, comme on le prouverait sans peine, d'onde persistante 
d'ordre plus élevé, à moins que cette onde ne soit immobile. 

Une intégrale de l'équation de Laplace 

(îio) Aa = o, 

où u est une fonction des seules variables Xjjr^ z, à l'exclusion de /, peut-elle 
admettre une onde du second ordre? Appliquée immédiatement, l'égalité (101) 
devient une identité; mais on peut remarquer que les théorèmes précédents sont 
encore vrais si, au lieu des trois variables x^y^ 2, la fonction étudiée ne dépend 
que de deux variables ^, y ^ qu'en remplaçant dans l'équation précédente la lettres 
par la lettre t, elle devient 

d* u d' u â* u 



dx^ ôy* àt* 



(') Sur V interprétation théorique des expériences hertziennes {L* Éclairage élec- 
trique, t. IV, 1895, p. 494). 

(*) Sur la généralisation d*un théorème de Clebsch {Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, 5* série, t. VI, 1900, p. ai3). 

(') Sur la théorie électrodynaniique de Ilelmholtz et la théorie électromagnétique 
de la lumière {Archives néerlandaises des Sciences exactes et naturelles, a* série, t. V, 
1901, p. 227). 



RECHERCHES SUR l'hYDRODYNAMIQUE. Ii3 

et que, s! une intégrale de celte équation admettait une onde persistante du 
second ordre, la formule (loi) donnerait, pour cette onde, 

^* = — I, 
ce qui est impossible. 

Le même procédé conduit, sans aucune diffîculté, à la démonstration de la pro- 
position suivante : 

Une intégrale de V équation aux dérivées partielles d'ordre in 
(.1.) ^„u + k-j^^^,+\\j~,^^j^+...+ Lu-^o, 

oà A, 6, . . ., L sont des fonctions des seules variables a:, j', 5, analytiques 
dans tout l'espace, et oit u est une fonction des seules variables or, y^ Zy 
n'admet ni onde d'ordre n, ni onde d'ordre supérieur à n. 

Ce théorème entraîne l'impossibilité d^ondes dont l'ordre serait égal ou supé- 
rieur à 2 non seulement pour les intégrales de l'équation de Laplace, mais encore 
pour les intégrales de Téquation 

(lia) A«-hÂ'*M = o, 

que l'on rencontre dans l'étude des mouvements vibratoires des fluides et dans 
une foule de questions d'Acoustique, d'Optique ou d'Ëlectrodj^namique. 

Il démontre l'impossibilité d'ondes d'ordre égal ou supérieur à 4 pour les inté- 
grales de l'équation 

(ii3) AA// = o, 

que l'on rencontre dans l'étude des corps élastiques isotropes en équilibre. 

§ 4. — Les paramètres de M. Hadamard. 

Les deux lemmes d'Hugoniot, énoncés et démontrés au § 1, peuvent être éten- 
dus aux ondes d'ordre n sous une forme très remarquable qui a été indiquée par 
M. Hadamard (*). 

Supposons que la surface S soit, à l'instant /, onde d'ordre n pour la fonc- 

tion u: elle est évidemment onde d'ordre i pour la fonction ^^ r—r-, — r-> où 

a-\-b-\'C:=n— p — I. 

(>) J. Hadamard, Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXX, p. 5o, 
19 décembre 1900. 

Fac, de T,, a» S., IV. l5 
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A celte fonclion appliquons le premier terme d'Hugoniot, qu'expriment les 
égalités (97) ; nous aurons les égalités 



que Ton peut encore écrire 



«'*+' 3'' V'" a" ^'' ■ * y'" a** ^'' y*" ' * 

Le rapport 

<)"(«,— 1/,) 



ô.r'^^^ ây^ dz'^ôU' 



prend donc, en un point donné de l'onde, une valeur qui ne change pas lorsqu'au 
numérateur on remplace une dérivation par rapport à x par une dérivation par 
rapport à y on par une dérivation par rapport à z^ pourvu qu'en même 
temps, au dénominateur, on remplace un facteur a par un facteur ^ ou par un 
facteur y. 

Cela posé, considérons la fonction 

Ojl' ôyj i)z^ Ou* ' 
où /, y, le ont des valeurs entières et non négatives qui vérifient la relation 
( 1 1 4 ) i^j -^ kz=n—p. 

Cette fonction peut se déduire de la fonction 

djc''-f' à If* 

en remplaçant^ fois de suite une différentiation par rapport à x par une diflercn- 
tiation par rapport à j^ et k fois de suite une diflTérentiation par rapport à x par 
une différenliation par rapport à z. 

Nous arrivons ainsi, au théorème suivant : 

Premier lemme de M. IIadamard. — Si la /onction u admet à ^instant t la 
surface S pour onde d'ordre /i, en chaque point de cette onde le rapport 



ôx' dyj ôz^ dtP 

a' j3> y^' 
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OÙ les indices i,j, k peuvent prendre toutes les valeurs entières et non néga- 
tives qui vérifient Inégalité 

a une valeur Ip qui dépend de p^ mais point de iyj\ A\ 

Ce lemme peul donc encore s^énoncer de la manière suivante : 

A chaque point de la sur/ace S correspondent (ai -h i) paramètres 

au moyen desquels toutes les dérivées partielles d'ordre de la différence 
(Ui — Ui) s'expriment, en ce poihî, par les formules 



(ii5) 



d^^^7^ = «'PV/. (i-^J-^k = n-p), 



\ 



Supposons maintenant que la surface S soit, pour la fonction u, une onde 
persistante d'ordre n. Prenons un point sur cette surface ; en ce point, les trois 
quantités a, ^, y, ne peuvent être nulles à la fois; pour fixer les idées, suppo- 
sons a différent de o. 

L'onde considérée est une onde persistante du premier ordre pour la fonction 

£^«-1 u 



f)jpn-p-ljip 



A cette fonction appliquons la seconde égalité (9g)) qui découle du second 
lemme d'Hugoniot; nous trouvons 

(î.6) (?M/^-^^») â'^iu.^n,) 



Mais les égalités (i t5) donnent 



^(X^'^ln^ 



dx'^-p dtP '^ 



. — /v/i-#»— I / 



ii6 p. DUnEM. 

Moyennant ces égalités, et après suppression du facteur a"*/* qui n'est pas nul, 
l'égalité (i i6) prend la forme 

(117) lp^^^^lp=o 

qui entraîne la proposition suivante : 

Second lemme de M. Hadamard. — Si la sur/ace S est, pour la fonc- 
tion w, une onde persistante d^ ordre /i, les (n 4- i) paramètres 

forment, en chaque point de cette onde et à chaque instant^ une progression 
géométrique de raison — %. 

On peut donner (*) des paraniètres 

des expressions, formées au moyen des dérivées partielles d'ordre n de la diffé- 
rence (u2 — Ui ), expressions qui ne changent pas par un changement quelconque 
de coordonnées rectangulaires. 
Deux cas sont à distinguer : 

Premier cas : {n — p) est pair, 

(118) n — p z=ziq. 

Visiblement, nous avons, pour une fonction /quelconque, 



^'f-m-rhW 



la puissance qui figure au second membre étant une puissance symbolique. Il en 
résulte que 



~ Ida;^ dtP "^ ôy- Ot^ "*" ôz^ dtP J 



dP(u^—u ^) _\ d^ àP{Ui—n,) d' dP(u^—Uy) d^ <>/'(//,— //,)'] (^) 



Les égalités (i i5) transforment sans peine cette égalité en 



(*) Sur les théorèmes d*Hugoniotf (es lemmes de M. Hadamard et la propagation 
des ondes dans les fluides visqueux (Comptes rendus, t. CXXXII, i3 mai 1901, p, ii63). 
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OU bien , comme cl- -}- ^fi^ -{- y^ = \ ^ en 

formule qui résout la question proposée. 

Deuxième cas : (/i — p) est impair, 
(120) n — p=: 2q -\- i. 

Dans ce cas, on a 



A 



^ âx du* 






Selon les égalités (1 15), cette égalité devient 



^ ôxôtP «^« -»"H -^/ ; */» 



et donne la première des égalités 



0(.ln=i 



dP ^rf(ftt—Ux) 



'^ dx ôtP 

a, ^ à_ dP^g(u^--iu) 
^ "~ ôy ôtP 



9 



d dP^giut—Uy) 



âz âtP 

Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 

Si Ton élève au carré ces trois égalités et qu'on ajoute membre à membre les 
résultats obtenus, on trouve la formule 

('"'^ ^^-[ji dfp J"^L^ ôTp — "J'^L^ dl^' J 

qui résout la question posée. 

L'égalité (117) nous permet d'écrire, en vertu de la dernière égalité (i i5), 

Si (n — p) est pair, 
(118) n — pz=z2qf 
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les égalités (i 19) ei (1 mi > Joooeot la relatîoD 

(..3) x.-.j^A,(«.-«.)=î?^^^5^^. 

Si (/i — p) est impair, 

les égalités (121) et (i^u) donnent 

■^ L<>/ <^''' J L<>- <^'^ J I "" L àr J ■ 

Ces égalités (i'^3) et (l'^O redonnent immédiatement les formules démontrées 
au § 1. En eflel, si n est pair, Tégalité (1 18) est vérifiée lorsqu'on y fait /) = o, et 
Fégalité (1^3) reproduit régalité(i02); si n est impair, Tégalité (lao) est vérifiée 
lorsqu'on y hii p = o, et Tégalilé (lai) reproduit Fégalité (io3). 
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Supposons que les trois fonctions 

soient los trois composantes d\in vecteur V. Si la surface S est, à Tinstant /, onde 
d^ordre n pour Tune au moins des trois fonctions ;/, r, w et si, pour les deux 
autres, elle est onde d'ordre n ou d'ordre supérieur à /i, ou enfin d'ordre infini, 
cas au(|uel elle nMnterrompt pas le caractère analytique de ces deux fonctions, on 
dit que /a sur/ace S est, à finstant /, onde d^ordre n pour le vecteur V. 

La notion de permanence de Tonde s'étend sans peine à ce cas. 

Si la surface S est onde d'ordre n pour le vecteur V, les dérivées partielles 
d'ordre n de la fonction (//..» — u^) s'expriment toutes par les égalités (i i5), au 
m(»\eii des (/* -f- 1) paramètres /q, /|, . . ., //, ; les dérivées partielles d'ordre n de 
la fonction (1*2 — i|) s'expriment de même au moyen de {n -4- i) paramètres wio, 
///i, ..., nin\ enfin les dérivées partielles d'ordre n de la fonction («Vj — «V|) 
.sVx|»rinicnt de même au moyen de {n + i) paramètres /ï©, /ïi, . . ., /i«. 

Mais les paramètres /^, //î^, rip peuvent être regardés comme les trois com- 
posantes d'un vecteur W^. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Si, à V instant /, la surface S est onde d'ordre n pour le vecteur V^ il 
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existe, en chaque point de cette surface, (n + 1) vecteurs 

au moyen desquels s^ expriment, en ce point et à cet instante les dérivées par- 
tielles d^ ordre n des composantes de la différence géométrique V^ — V« . 

Supposons maintenant que Tonde soit persistante. Les égalités (117) nous don- 
neront les relations 

lp+\ -H •)^ Ip = o, nij,^^ -h î)b mp =z o, n^^i 4- .X /ip = o, 

qui entraînent la proposition suivante : 

Si la sur/ace S est une onde permanente d^ordre n pour le vecteur V, 
à chaque instant et en chaque point de cette onde, les {n-{- i) vecteurs Wo, 
W|, .•., W« sont dirigés suivant une même droite; si on les compte positi- 
vement suivant une direction D choisie sur cette droite, ils forment une pro- 
gression géométrique de raison ( — X). 

La direction D se nomme alors direction de la perturbation propagée par 
Vonde S; lorsqu'elle est sans cesse normale à l'onde S, on dit que celle-ci pro- 
page une perturbation longitudinale ; lorsqu'elle est sans cesse tangente à 
l'onde S, on dit que celle-ci propage uwe perturbation transversale. 

Les considérations contenues en ce dernier paragraphe sont dues en entier à 
M. Hadamard. 



CHAPITRE III. 

DES ONDES DANS LES FLUIDES VISQUEUX. 



§ 1. — Des omdes du premier ordre par rapport a certains éli^mejnts 

DU mouvement (*). 

Imaginons qu'en un fluide visqueux une surface <t soit, à l'instant /, onde au 
moins du premier ordre pour les trois composantes u^ v^ w de la vitesse, pour la 
température T et, en outre, si le fluide est compressible, pour la densité. 

(*) Sur les théorèmes d'Hugoniot, les lemnies de M. Hadamard et la propagation 
des ondes dans les /laides visqueux {Comptes rendus, t. GXXXII, i3 mai i<)or, p. 11^3). 
Des ondes qui peuvent persister en un fluide visqueux ilbid.y t. CXXXIII, i/| ocïol»re 1901 . 
P- 579). 
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Quant à la pression II, nous ne la contraindrons pas à varier d'une manière 
continue au travers de la surface considérée. 

Celle onde pourra-t-elle être persistante? 

Pour discuter cette question, nous n^avons pas le droit de faire usage des équa- 
tions du mouvement des fluides visqueux, telles qu'elles sont données par les 
équations (7O de la première Partie; celles-ci, en eflet, reposent sur une trans- 
formation qui a été exposée en celte première Partie, au § 3 do Chapitre I, et la 
légitimité de cette transformation, comme nous Tavons formellement observé en 
cet endroit, est subordonnée à une condition : c*est que les six quantités Vx, v,., v-<, 
V« '^r^ 's soient continues dans tout le fluide et admettent, en tous les points de 
ce fluide^ des dérivées partielles finies. 

Or, si nous admettons pour Vx« v,-, v.. Tx« Tr« t. les expressions données par les 
égalités ^5i) de la première Partie ou (4^) ^^ 1^ seconde Partie, nous vojrons que 
ces six quantités sont précisément discontinues le long de Ponde 7. 

Nous devons donc renoncer à imposer à la quantité </e,.. donnée par l'égalité (46) 
de la première Partie^ la transformation que nous lui a\*ionsfait subir et chercher 
à l<i transformer d'une autre manière. 

Traçons dans le fluide, à Pinstant /. une surface fermée Z contenant la surface 7 
à son intérieur; soit a la masse fluide que renferme la surface t, et soit 61a masse 
fluide qui lui est extérieure. 

La quantité c/Ç^ peut toujours sVxprimer ainsi 

</C,^. c/C,.^ étant définis par les égalités 

Au soin de la partie (k les six quantités Vj.. v^^ v^* Tx« 'rt '^< sonl continues et 
admettent des dérivées partielles qui sont finies: on peut donc appliquera d^^ la 
transformation que, dans la première Partie, nous avons fait subir à la quan- 
tité c/Ç,. tout entière. 

Consorxons à/>x< />v. />r> 7jr< </«-« 7; 1^ signification que donnent les égalités (4^) 
ot v-ii^ * ^^^^ 1^ première Partie: on chaque |>oint de la surface S dësigoons par n^ 
b normalo %ors rintériourde la p;irtie h: posons 

•^ ■ ~ — [ Vjr 00s ■ «.^, .r > — T- cos V ">• .^ "^ ^ "• cos V m^ s >], 

. » iî> ^ "v ~ ~ l ": ^'^^î^ V ''/••*'' — \v cos V «f • ,"» — Tr COS { H*, 5 ♦], 
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et les égaillés (i25) et (127) nous permettront d'écrire 
(129) d(Bt,= dGt,a -I- / (Çx^-^ 4-7yôv-h<7-ôj)c^w 

I (Px àx -i-py dv H- />- dz) ciir> 

J{t:xOx -h TZy oy -hiZzOz) cil. 

Choisissons la surface S d^me manière particulière. 

De part et d'autre de la surface or menons deux surfaces dont la distance h 
à la surfaces soit infiniment petite; Tune de ces surfaces, S|, se trouvera du 
côté I de la surface <j; l'autre, Sj, se trouvera du côté 2. Nous composerons la 
surface S de l'ensemble des deux surfaces Si et S2; nous écrirons Fégalité (129) et 
nous y ferons tendre h vers o. 

Le volume occupé par la masse a du fluide tend vers o avec h] dès lors, il 
résulte de l'égalité (126) que cltr^^a lend vers o; de plus, au second membre de 
l'égalité (129), le second terme tend vers l'intégrale 



I {çxàx-^qydf-^ q. $z ) dm. 



étendue au volume entier occupé par le fluide; à ce même second membre le 
troisième terme ne varie pas avec h\ il nous reste donc à chercher la forme limite 
du terme 

(i3o) f (iZjcdx -h r.ydy -+- tt- 5^ ) û?2. 

Cette intégrale se partage en deux autres intégrales analogues, l'une relative à 
la surface S|, l'autre relative à la surface S2« 

Chaque élément rfS| de la surface 2| a pour limite un élément d<T de la surface t ; 
les quantités côs(/ia, x), cos(/i^, y), cos(ni,j z) relatives au premier ont pour 
limites respectives les quantités a, p, y relatives au second; les quantités v^, v^., v^, 
Tjr, T^, T« ont pour limites respectives v^i, v^i, v^i, t^j, t^i, Tx|. Si donc on pose 

ITTxi = V;pi a -H T21 ^ 4- Tyi y, 
%l = Tel a 4- Vyl ? + Txi y, 
7r-i=:T^., a-hTa:,(3-hv.,y, 

la partie de l'intégrale (i3o) qui se rapporte à la surface S| aura pour limite 

— I {t^xi àx -h Ttyi Sy -h Tizi àz ) d<7, 
Fac, de T., a» S., IV. iG 
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Si Ton pose de même 



(i3i bis) 






'«7i 



la partie de Tinlégrale (i3o) qui provient de la surface £2 ^ura pour limite 

On pourra donc écrire, en observant que les quantités &r, 5^, 85 doivent élre 
continues même au travers de la surface t. 



( 1 3-^. ) ci^t, =: i {qxOX ->r qy oy -h qzOz) dxs 

-^ / (Px ^^^ -♦- Pr ^y -^ Pz^^) ^'^ 

«- s 

Telle est l'égalité que Ton doit substituer à l'égalité (47) de la première Partie. 

C'est cette expression (i32) de rfÇ^ que nous devons introduire dans l'équation 
fondamentale (2) de la première Partie, en sorte que l'on devra avoir, en toute 
modification virtuelle, 

( 1 33 ) d^t^ -h d^j — Ox 'f* -f- / {Çx^jr -^ Çy oy -h </- o j ) dus 

'^ f (PxOJr -^ py oy 4- p. oz ) ^/S 



-^ I [(î^xî — ^xi) ox H- {-yt — TTji ) 0/ -^ (^si — ^ci ) oz] dcr — 



:=rO. 



Nous pouvons appliquer tout d'abord cette égalité à une modification virtuelle 
pour laquelle on ail, en tout point de la surface (t. 



o,r zrr o. 



oy = o, 



oz :=: O. 



Nous serons alors conduits à la proposition suivante : 

11 cTislo une j;raudeur finie FI, continue dans tout le fluide, sauf peut-être en la 
surface a, telle que Ton ail : 

i" En tous les points de la surface S qui limite le fluide, les égalités [1^* Partie, 
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égalités (76)] 

(l34) nC0S(/l„7)=:P,-+-/>jr, 

( ncos(/i/, 5)^P- -hpz] 

2® En tout point de la masse fluide hors la surface or, les égalités [l"* Partie, 
égalités (74) et (75)] 

(1.35) { ^ -p(Xi-^\,-yy)-gy—o, 

-^ — p(X/-+- X,— y- ) - 7- = G 

et, si le fluide est compressible, l'égalité 

(i36) n4-p«(A,-+-A,)-p«^=o. 

Donnons maintenant à la masse fluide un déplacement virtuel quelconque. Au 
moyen des égalités (i34)> (i35), (i36), et par un calcul très semblable à celui 
qui occupe le début du Chapitre I, § 8, nous trouverons que Ton a 

é/Gg-h dGj— dj^ -h I (çxà^ -^ Çy ày -h Çzàz) dtn 

/{fjc àx 4- ^y â/ -H p. àz)d^ 

z=z / (n,- n, ) (a d^ -4- (3 ày -^yiz) da. 

Si Ton conserve alors à ï^u ^/i? ^«i? ^xi-i ^r»» *«2 '^ ^^^^ ^*^^ donnent les 
égalités (35) et (35 6/5), l'égalité (i33) devient 

r[(^^«-*xt)3a:-h($y,-*^,)dv + (^,,~^,.)^5]^<7^o. 

Cette égalité doit avoir lieu quelle que soit la modifîcation virtuelle imposée au 
fluide, par conséquent quelle que soit, le long de la surface a*, la loi de variation 
des quantités 8:1:, 3/, Sz; la condition nécessaire et suffîsante pour qu'il en soit 
ainsi est la suivante : 
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On a, en tout point de l'onde t, les trois égalités 

$^, - ^X\, = o, 
(i37) { 9y,^^X\,= o, 

qui peuvent s'écrire plus explicitement, en verlu des égalités (35) et (35 bis)^ 

|(vxi— v^i)a-l-(T., — Ts, )[3-h(Ty,— Tj.,)7 H-(n,— n,)a = o, 
(T.,-T„)a-+-(v,,-v^,)^ + (T,,~T;ci)y-^(n,-n,)(3 = o, 
(^rî- ryi)oc-h {T;^i— Tx,)(3 -+- (v., — T., )'/ H- (H,— IIj)/ := o. 

Les quantités Vj, v^, v-, Tj, t^, t, sont supposées données par les égalités (43). 
Or, selon ce que nous avons vu au Chapitre II, § 5, il doit exister, en chaque 
point de la surface or, un vecteur (/©, m©, /Iq) id que Ton ait 

à(u^— ui ) àitij— Ui) d{ut--ui) , 

àJ^ " °' 5y ^^'' à'z -y^°' 

J^: -«'^0, j^^ -?/'o, j3 -y/^o. 

Ces égalités donnent 

^ ' (>.r dy oz ax ôy oz r u # 

/ ôv^ d%\\ {?i'i c?^»^ ^ 

/ / V y ^♦'î àu^ Ô\Vi âui , 



d/ Ox ày dx 

En vertu de ces égalités (iSg), (i4o), (i40) '^^ égalités (43) donnent 
/ v^j — v^i = — ^(p, T)(a/a -h i3^^'o-+- y/Jo) — ?-f^(p, T)«/o, 

V., — y-, = — X(p, ï)(a/o 4- (3/;jo 4- y/io) — 3f^(p» T)y/io, 

(«42) \ 

Txî— 'a:i = — f^(p, T)(y/?Jo+r^''o). 

Tyj— Tvi = — fx(p, T)(awo -f-y/o). 
Tsî — T., =--fx(p, T)(j3/o -Ha/«o)- 
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En vertu de ces égalités (142), les égalités (i38) deviennent 

ia[IIj— II,— (X-h2/;A)(a/o-+- p/Wo^-y/io)] — fJt[j3((3/o — a/?ïo) — / («"o — y^o )]=o, 
p[nj— n, — (X H- 2fA) (a/o-+- ^ffh-^yfh)] — f^[y (y^o — ^n^ ) — «(P^o — «'^lo)] = o, 
y[n,— II, — (X4-îi/;A)(a/o-h(3mo-hy/io)l — f^[a(a^o — y^o ) — ^(y^o— P^^o )]=o- 

Ajoutons ces égalités membre à membre après les avoir multipliées respectivement 
par a, p, y; nous trouvons 

(i44) n,-n,-[X(p, T) + 2fx(p,T)](a/o-f-(3;?2o+y/io)=o. 

Pour tirer les conséquences de celle égalité, nous distinguerons deux cas, 
selon que le fluide est ou non compressible. 

Supposons d'abord que le fluide soit incompressible. Dans ce cas, Ton a 

àui àvi OiVt du» âvi dix't 



ôa: ùy àz dx dy àz 

et, par conséquent, en verlu de Tégalitc (i4o)» 
(i45) a/o-l-(3wo-i- ywo=o. 

Cette égalité (i4S)i jointe à Tégalité (144)7 donne 

(i46) n^zizn,. 

// n^est donc pas possible, en un fluide incompressible, d'observer une sur- 
face au passage de laquelle les composantes de la vitesse et la température 
varieraient d^une manière continue, tandis que la pression varierait d'une 
manière discontinue. 

Par anticipation, nous avions énoncé ce théorème au Chapitre I, § 11. 
Moyennant l'égalité (i44)) les égalités (li'i) peuvent s'écrire : 

i^(p, T)[/o — a(a/o-+-p/^îo-+-y''o)]--o, 
fA(p, T)[mo— (3(a/o-+-(3mo-hy/io)] = Q, 
f^(pi T)L/io — y {(xlo-^ ? mo-h y fio)] = o 

ou bien, en observant que l'on a [P* Partie, condition (62 bis)]^ 

F(p, T)>o 
et en tenant compte de l'égalité {i4o)j 
(147) ^0=0, mo=:o, /io = o. 



I2^> P. hl'BtM, 

l>;s éy^'AWi/:^ ' ^-^0/ d^^i^onent alors 



(îl^H) 





Oa. 
Ojc 


Oy ày ' 


àz àz" 


0^1 
Ox 


0^. 
- ôx' 


ày àjr ' 


àz ôz 


fhv^ 


O^i't 


i)i»i d»»i 


<^»i à\%\ 


Or 


àx' 


dv âv ' 


ôz àz 



Supposons mainlenant que Tonde 7 soii persistante. Selon ce que nous avons 
VII an Chapitre I, § o, nous aurons 

ôl Ot • » 

Moyennant les égalités (i47)) ces égalités deviennent 

<'^î^) Ih^-JT' -âf^W -ôT^'dr' 

Voyons mainlenant ce que donne l'égalité (?44) lorsque le fluide est supposé 
compressible. 

Dans ce cas, nous devons écrire, de part et d'autre de la surface a-, 

(i36) n4-pMA,-^A,)-p'^^^^^^=o, 

p et T voriant d'une manière continue lorsqu'on traverse la surface o*; il en est de 
mc^nir, d'ajirùs ce que nous avons vu (T^' Partie, Chap. I, § 4), de 

Ot, parlant, do II. On a doue 

(i/,(i) II, = n,. 

l/ôj;alilé (i (|) devient alors 
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Mais on a [I'*" Partie, condition (65)] 

X(p, T) + 2fJL(p, T)>o. 

L'égalité précédente devient donc 

(145) a/oH-P/«o-hywo=o. 

Les égalités (i48) et (149) s'établissent alors comme dans le cas précédent; Tonde 
considérée ne peut persister que si elle est, par rapport aux composantes de la 
vitesse, d'ordre supérieur au premier. 

Dans le cas où le fluide est compressible, la densité variant d^me manière con- 
tinue sur la surface a*, il doit exister une grandeur Rq telle que l'on ait, en tout 
point de la surface or, 

d^ -''"^' dy ■"•*^'' Tz "->^*^°' 

ÏDO) { 

al 
En vertu des égalités (i4S) ^^ (i^^)) ^équation de continuité 



âp dp dp 

ot ax ôy 



dp f du (?t' (^iï'\ 

dz ^ \ dx ôy ôz ) ~ 



donne, en tout point de la surface a-, 

(i5i) {oLU 4- (3i^ -h "/ir— 'K>)Ro=o. 

La température étant également continue sur la surface a*, il existe une gran- 
deur Oo ^clle que, sur cette surface, 

ôl: -'^®^' djr -(^^- Tz -y^^' 

(l52) { 

( Jt -^*^^®o=o. 

Supposons, d'abord, \e fluide bon conducteur. 

De part et d'autre de la surface <t, traçons {flg> i4) deux surfaces or,, (t^, 
parallèles à o* et situées à une distance h de <t. Sur la surface or prenons une 
aire MN =r A; par le contour de cette aire, élevons des normales à la surface a; 
ces normales découpent sur la surface or, une aire M| N| et sur la surface «Ta une 
aire M2N2. Pendant le temps dtj le fluide qui se trouve à Tinstant t dans le 
volume MiNiMaNa (ou a) dégage une quantité de chaleur Xrf/, qui s'obtiendrait 
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Si nous Icnons compte des égalités (i^a), nous voyons que Tinlé^rale 
/ /r dS a [)Our limite / ASar/T et que la forme limite de Tégalilé (i^.H) es 



si 






f/j =r O. 



l/aire A étant une aire quelconque prise sur la surfact; o-, il revient au mémo dr 
dire que Ton a, en tous les points de la surface t, 

(l5'|) By=0. 

Supposons maintenant que le fluide soit mauvais conducteur, La quantité de 
(Jialeur e/Q dégagée dans le temps dt par chaque élément dm du fluide est égale 
à o. Selon Tégalité (90) de la première Partie, cette condition s'exprime par 
l'éîralifcé 



' OoO'ï \d.r dy ()i 1 
, ,r.\'/à'iy i'àc\* /'d>ry I dy 






f(hv du Y (ou Ovy-\ 



En vertu des égalités (148) et (10:2), cette quantité se réduit à 

(i55) (a// -+- J5«' -h */«r— •)<») 00=0. 

La démonstration des égalités (i54)et (i55) est évidemment valable pour tous 
les fluides, compressibles ou non, visqueux ou non; l'égalité (i54) suppose seu- 
lement que l'onde soit au moins Au premier ordre par rapport à w, v^ \v et p. 

En réunissant les résultats obtenus, nous allons être en mesure de répondre à 
cette question : 

Au sein d' un fluide visqueux en mouvement, peut-on observer une surface 
qui soit onde persistante du premier ordre pour Vune au moins des six 
quantités u, v, (»% p, II, T et onde d'ordre égal ou supérieur à i pour les cinq 
autres? 

Fac. de T., 2* S., IV. 17 
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Première section. — Fluides incompressibles bons conducteurs. 

Les égalités (ilS) et (i49) monircnl que la surface t est d'ordre supérieur au 
premier pour les composantes w, r, \v de la vitesse; les égalités (i52) et(i5i) 
montrent qu'il en est de même pour la température. Si la surface t était onde du 
premier ordre pour l'un des éléments du mouvement, ce ne pourrait être que 
pour la pression II. Mais nous démontrerons au paragraphe suivant la proposition 
(|ue voici : Si, en un fluide incompressible, une surface t est onde au moins du 
srcond ordre pour w, i', ii', T, elle est au moins du second ordre pour la |)ression II. 
Admettant d'avance cette proposition, nous pouvons énoncer ce théorème : 

Ail sein d^ un fluide visqueux ^ incompressible, bon conducteur, aucune 
surface ne peut être onde persistante du premier ordre pour Cun au moins 
des éléments du moui'emenl cl d^ordre égal ou supérieur à i pour les autres. 

Deixième section. — Autres Jluides. 

Premier cas. — On n'a pas 
( 1 56 ) ')X3 =: a // -r 2/ i' 4- y »r. 

Dans ce cas, si le fluide est compressible, on a, en vertu de l'égalité (i5i ), 
(i->7) Ro=o. 

Si le fluide est mauvais conducteur, on a, en vertu de l'égalité (i55), 
(i54) 00=0. 

Dès lors, en vertu des égalités (i4^) ^^ (*49)) ^^ surface considérée est onde au 
moins du second ordre par rapport aux composantes //, p, w de la vitesse; en 
vertu des égalités (i 54) et (i Sa) il en est de même par rapporta la température T ; 
enfin, si le fluide est compressible, en vertu des égalités (167) et (i5o) il en est 
de même de la densité p. 

Reste à savoir si l'onde considérée ne pourrait pas être du premier ordre par 
rapport à la pression II. 

Si le fluide considéré est incompressible, cela sera impossible en vertu de la 
proposition que nous avons déjà invoquée et qui sera démontrée au paragraphe 
suivant. 

Dans le cas où le fluide est compressible et où les actions qu'il subit ne sont pas 
newtoniennes, la démonstration de cette proposition nécessite quelques remarques 
préliminaires. 

Si, dans un certain domaine, la densité p admet, par rapport à x, ^, ^, t^ des 
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dérivées partielles jusqu^à Tordre n inclusivcnicnl et si ces dérivées sont continues, 
il en est certainement de même, en général, de la fonction A^; mais il n'est nulle- 
ment certain qu'il en soit de même de la grandeur A/; Texistence ou la non-exis- 
tence de ces dérivées dépend évidemment de la manière dont la fonction '}(p, p^ /•), 
qui est infinie pour /' = o, se comporte pour les valeurs de r voisines de o. Aussi 
avons-nous été amenés (I**^ Partie, Chap. I, § i) à faire Thypothèse suivante : 

Aa fonction '{^(p, p', /•) est d^une nature telle que la grandeur \i admelfr 
par rapport à x^ y^ s, t des dérivées partielles continues jusqu'à V ordre n 
dans tout domaine oit la densité p admet des dérivées partielles continues 
jusqu'à l'ordre n. 

Dans tous les cas où cette hypothèse est justifiée Tégalilé 
( i36) n 4- pM A/ -+- A.) - p^ —^-^ = o 

nous montre que, si, dans un certain domaine, en un Jluide compressible, la 
densité p et la température T admettent des dérivées partielles continues 
jusqu'à r ordre w, il en est de même de la pression II. 

Dès lors, les égalités (i 5o), (i52), (i5/() el (loj) nous montrent que la surface t 
est, pour la pression II, en un fluide compressible, une onde d'ordre supérieur au 
premier. 

Nous pouvons désormais énoncer la proposition suivante : 

En un Jluide visqueux, il est impossible d'observer une onde qui soit du 
premier ordre pour certains éléments du mouvement et d^ ordre au moins 
égal à I pour les autres, à moins que l'onde ne soit la surface de séparation 
de deux masses fluides qui restent les mêmes pendant toute la durée du 
mouvement. 

Deuxième cas. — On a 

(i56) Ob — 5C« -h ,3i- -}- -/tr. 

Dans ce cas, si le fluide est compressible, l'égalité (i5i) est compatible avec 
rhypothèse que Rq est différent de o; si le fluide est mauvais conducteur, l'éga- 
lité (i55) est compatible avec l'hypothèse que 60 estdiOerent de o; nous pouvons 
donc énoncer le théorème suivant : 

En un fluide visqueux, qui est ou mauvais conducteur, ou compressible, 
ou à la fois compressible et mauvais conducteur, on peut observer des ondes 
qui sont du premier ordre par rapport à certains éléments du mouvement et 
d'ordre supérieur au premier pour les autres. Les deux masses fluides que 
sépare une telle onde restent les mêmes pendant toute la durée du mouvement. 
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IMiKMiÈHK ShXTioN. — Fluidcs incompressibles bons conducteurs. 

Les égalités (i48) et (i49) nionlrenl que la surface o- est d'ordre supérieur au 
premier pour les composantes w, v^ iv de la vitesse; les égalités (132) et(i5i ) 
nionlrent qu'il en est de même pour la température. Si la surface 1 était onde du 
premier ordre pour l'un des éléments du mouvement, ce ne pourrait être (jue 
pour la pression II. Mais nous démontrerons au paragraphe suivant la proposition 
que voici : Si, en un fluide incompressible, une surface t est onde au moins du 
sri^ond ordre pour w, c, ir, T, elle est au moins du second ordre pour la pression II. 
Admettant d'avance cette proposition, nous pouvons énoncer ce théorème : 

Alt sein d* un Jl aide visqueux, incompressible, bon conducteur, aucune 
sur/ace ne peut être onde persistante du premier ordre pour l^un au moins 
des éléments du mouvement et d'ordre égal ou supérieur à 1 pour les autres, 

Dkvmème si-ctio.n. — Autres fluides. 

Pli KM IKK CAS. — On n\t pas 
( 1 56 ) ■)b — - XN r .3 r -h •/ *r. 

Dans ce cas, si le fluide est compressible, on a, en verlu de l'égalité (i5i ). 
(157) Ho=o. 

Si le fluide est mauvais conducteur, on a, en vertu de l'égalité (i55), 
( 1 5/4 ) 00 = o. 

Dès lors, en vertu des égalités (i4^) ^'^ (*49)> I21 surface considérée est onde au 
moins du second ordre par rapport aux composantes w, p, w de la vitesse; en 
vertu des égalités (1 54) et (iS^) il en est de même par rapporta la température T; 
enfm, si le fluide est compressible, en vertu des égalités (107) et (i5o) il en est 
de même de la densité p. 

Reste à savoir si l'onde considérée ne pourrait pas être du premier ordre par 
rapport à la pression II. 

Si le fluide considéré est incompressible, cela sera impossible en vertu de la 
proposition que nous avons déjà invoquée et qui sera démontrée au paragraphe 
suivant. 

Dans le cas où le fluide est compressible et où les actions qu'il subit ne sont pas 
newtoniennes, la démonstration de cette proposition nécessite quelques remarques 
préliminaires. 

Si, dans un certain domaine, la densité p admet, par rapport à jc, ^, -8, ^, des 
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i'nc telle onde présente, pour les dix^erses espèces de fluides, les caractères 
s tt lisants : 

1° FuriDEs iNcoMpiiKssiuLKs KT \f\uvAis CONDUCTEURS. — L^onde, du premier 
ordre pour'ï et FI, est d^ ordre plus élevé pour w, r, «'. 

•>." Fluidks compkessiblks et bons coNDi cteurs. — L* onde y du premier ordre 
pour ^j et ÏI, est rr ordre plus élei'é pour w, c, iv et T. 

.]" Fliioes coMpREssiuLES ET MAUVAIS CONDUCTEURS. — IJonde, du premier 
nrdre pour p. Il et T, est d^ ordre plus élevé pour u, i', i\\ 

>5 2. — Des oNr)Ks di; second oudue par r\pi»ort a certains éliî:\ients 

DU MOrVEMENT. 

Supposons (prà rinstanl /, au seîii d'un fluide visqueux, une surface t soil 
onde au moins du second ordre pour les composâmes u, r, (v de la viiesse, pour 
la lempcralurc T et, en outre, si le fluide est compressible, pour la densilé p. 
(^uant à la pression fl, nous supposerons seulement, au début, que, pour elle, 
l'onde est au moins du premier ordre. Nous serons amené ainsi à démontrer un 
lliéorème invo(|ué au paragraphe précédent. 

La condition restrictive indiquée en la l**" Partie, au Chapitre I, § 3, est remplie 
dans riiypothése où nous nous plaçons. Nous pouvons donc faire usage des équa- 
tions du mouvement des fluides visqueux sous la forme qui a été donnée en cet 
endroit par les égalités (ji). Cette forme n'est autre que celle qui est donné»* en 
la présente i^artie par les égalités (i 35), avec les expressions suivantes deq^, </>•, f/z 
IK" Partie, égalités (58)] : 

7^ -(>-+- /^)^- -^^^"^-^^:7 



au di^ i du ^ ôv\0[L /Ou ()iy\ôiJL 
ô^r ôx \ôy ' ôd' ) Oy \0z Ox ) Oz^ 



(i58) i ^ ^ 



/ ôv du \ ô\». ÔK> d\i. / dv 

\dx ~ùy ) ùx ' ùy Oy \0z 



Oir\ Ofx 

àyjTz 






/Ow Ou\Oix /àiv àv\diJL Oiv Oix 

\ Ox Oz / Ox \ ôy (jz J Oy dJ Oz 



, Ou Ov Oiv 

y rz: - H h 

Ox Oy ôz 
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L'onde a- étant supposée au moins du deuxième ordre pour u^ i', w, il exisir 
en chaque point de cette surface un vecteur l^^ ni^^ n^ tel que l'on ait 

(109) /' OyOz -^r^^^ ^.^,, -/«'o, ^^.^^, -a^/„. 



p et T étant continus, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, sur la 
surface t, il en est de même de )v(p, T) et de |ji(p, T), de sorte que les éga- 
lités (i58) permettent d'écrire 

(160) < 7j.j — 7.>,= [>.(p, T) -h,u(p, T)](a/o-+-;3//io-+-y/*o)?4-fx(p,T)«*o, 
( 7zi — 7si = V^i?^ 'I' ) -^ i^(p' T)] (a/o-t- 3//i„-+- -///o))^ 4- ft(p, T)/i„. 

Les hjrpolhèses faites sur w, r, iv nous assurent que ^j-i Yr» Y* ^'^''icnt d'une 
manière continue au travers de la surface 7; les hjrpotlièses faites sur p, jointes à 
ce qui a été supposé en la V^ Partie, Chapitre I, § 4, nous assurent qu'il en est 
de même pour X/, X^, Y/, Y^, Z/, Z<.; enfin, la surface cr étant onde au moins du 
premier ordre pour la pression II, il existe assurément un vecteur P, tel que 

(.6.) '^in'pJM^^.v ^,-iJ,.)^.3,., î^.^.ai-n-Uyr. 

(J.r ày ' ùz ' 

Dès lors, les équations ( 1 3 5 ) permettent d'écrire, en chaque point de la surface t, 

I ;p_[/(p/r) + p(p,T)](a/o-+-;3mo-f-y/io);a-//(p,'T)/o =0, 
(162) jP_[X(p,T)4-^(p,T)](a/o-f-;3/;«o+y'*o)!(3-//(p/r)m,=:o, 

f îP-[X(p,T)-^//(p,ï)](«/o^3mo-4-y/io);7-/^(p.T)/*o =0. 

Ajoutons memhre à membre ces égalités après les avoir multipliées respectivement 
par a, p, y et nous trouvons 

(i63) P - [À(p, T) -r -àixip, T>] {oLi,-f^ni,-hyno) =-- o. 

Supposons, tout d'abord, que le fluide soit incompressible. Nous aurons identi- 
quement 

, Ou di' d^v 
ax ôy oz 
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parlant, ^ 

dO âd âS 

dx dy az 

ce qui permeUra d'écrire, en tout point de la surface o-, 

^ — ^» ï — ^» :â — ^ 

ôjc ôy az 

ou bien, en vertu des égalités (iSq), 

(a/o4- P//ÎO-+- yno) a = o, 
(a/o4- (3/Wo-f-y/ïo)l3==o, 
(a/o4-(3/We-hy/io)y = o, 

égalités qui entraînent celle-ci : 

(i64) (xlo-h p/"o-+- yo = o. 

L'égalité (i63) donne alors 
(i65) P=:o 

et partant, selon les égalités (16 1), 

r,fifi^ <^(n.-n.) _ d{n,-n,) _ d(n.-ii.) _ 

D'ailleurs, si Tonde est persistante, on doit avoir, selon l'égalité (98), 

d(n,-n,) 



en sorte que l'égalité (i65) donne 



4-DÎ,P = o, 



(,67) _o. 

Les égalités (166) et (167) justifient le théorème suivant, déjà invoqué au pré- 
cédent paragraphe : 

Au sein d^un Jlulde visqueux incompressible, une onde persistante, qui est 
au moins du second ordre pour les composantes w, r, ^v de la vitesse et pour 
la température T, est aussi au moins du second ordre pour la pression II. 

Supposons maintenant le fluide compressible. D'après ce qui a été dit au para- 
graphe 1, la surface or, onde du second ordre pour la densité p et la tempéra- 



< V kl' 
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lure T, est aussi onde du second ordre pour la pression II; on a donc encorr 
(i65) l> = u, 

on sorle que l'égalité (i63) devient 

[/.(p, T)-h'-i,a(p, T)](a/o-i-3mo-hy//o) = <>. 

Maïs on a [!*"• Partie, condition (65)] 

A(p,T)-4-:i.a(p,T)>o. 

■ 

L'éjjçalité précédente devient donc 

(i64) a/oH- ^/?io-+- y/îo — ^>« 

Les égalités (i64) et (i65) étant ainsi établies pour Ions les fluides visqueux, 
reportons-les dans les égalités (162) ; nous trouvons 

^(p, T)/o ~ o, ,u(p, T)mo =1 o, ,a( p, T)n^ =r <►, 

et comme on a [1" Partie, condition (62 bis)] 

F(p,T)>o, 

les égalités précédentes deviennent 

(168) ^o^=<^> /;jo = o» /^o — o. 

D*autre pari, d'après ce que nous avons vu au Chapitre 11, j^ o, il existe un 
vecteur /|, /;i|, /i| tel que Ton ail 

d^ ( <r, — M', ) (>î(«v^— IV,) ,;* ( »v, — »r, ) 

et si l'onde considérée est persistante, on a 

Les égalités (iSg), (168), (169), (170) nous enseignent alors que toutes les 
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dérivées parlielles Jii second ordre des différences (wg — w«), («'a — ^'i), («'2 — <^'i) 
sont nulles sur la surface t. Si l'onde considérée est persistante, elle est certaine- 
ment d'ordre supérieur au second pour les composantes de la vitesse. 

Si le fluide est compressible, il existe deux grandeurs K©, R|, telles que Wm 
ail, en tout point de la surface or, 

; '^'(P*-P'^-aM{ ^li£i-~.^')-3M{ ^'(Pi-?i)-.,M{ 

(17O < 

En outre, si l*onde est persistante, 
(173) K,-i-.)î>Ko=^o, ^!i^ZlPil_^Obl{,=o. 

L'équation de continuité nous enseigne que l'on a identiquement, en tout 
point, 

, ,. V <h à () â 

(.74) '^ = i^ + j:;p«+dyP''-^5iP"'='^' 



partant 



OK âK ÔK 

-5— — O, -~z=0, _--— o, 

or dy ôz 



ce qui permet d'écrire, en tout point de la surface c, 

d(K,~K,) (}(k,-K,) d(K,-K,) 

=0, =0, nzo 

0.1^ ây dz 

ou bien, en vertu des égalités (171), (172), (173) et (174), 

(a// + pi' H- y\v ~ î)b)Uoa — o, 
(a// 4- |3i' 4- -/«r— .)b)RoP = 0, 

égalités qui donnent 

(17^) («M -h(3i'4-yu'— Oî:,)Ro=:o. 



- - -*■ 
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Il existe deux grandeurs ©o? ®i telles que, sur la surface c, 

[ <?*(T.-T.) _ (?'(T.-T. )_ <?'(T,-T.) _ 

^'^^^ M'(T.-T.) _ ()MT.-T.) _ <)'(T.-T.) _ 

r,,-', d'(T.-T,) _ d'(T,-T,)_«« d'(T.-T,) _ 

^"''^ dxd^ -" ®" dKdf -^ ®" d--d^ -5' ®'- 

En outre, si Tonde est persistante, on a 

(178) e,-^ xBo^o, ^m^jilû ^ aï,e, = o. 

Considérons la relation supplémentaire [I" Partie, égalité (94)] et supposons 
d^abord \q fluide bon conducteur : 

Â-(p, T)>o. 

Elle nous donnera, en tout point de la surface a-, 

A:(p,T)A(T.-T.) = o 

-ou, selon les égalités (176), 

ou enfin 

(179) 00=0. 

Supposons, au contraire, \b fluide mauvais conducteur : 

*(p, T) = o. 
Nous aurons, en tout point, 
/ o X t T d'Ç /dT , dT dT dT\ 

(,80) J=-p_(^_„+_.-H_^+-j 

_ î , à*K (du_ . di^ dw\ 
E^ dT dp W <^^ "^ <>5 / 

Xp.T) {au df^ d»^y 

E Ua: "^ dy "^ di y/ 

- ^^ mh m'^ m 

/de d»v\« /dw da\» /da di'NH 
"^U-^dyj ^[d^-^d^J '^[dP^â^J ]=''' 

Foc. de T., a'S., IV. l8 
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parlant 

ôx ôy dz 

ce qui permet d^écrire, en tout point de la surface t, 



d] 0} ^^ 

t;=-"^' ÂZ^'^^ ïï:=^= 



Si Ton observe que la surface t, onde du second ordre pour p et T, est d^ordre 
supérieur au second pour Uy p, cr, on voit que ces égalités deviennent 

c^vT' dxdy dx dz dxdi ' 



K' Jvds ^ dvd/ ~ ' 



ùydx dy* Oyds dy 

d»(T,— T,) <>«(T, — T,) d»(T,— T,) a«(T, — T,) 

ôz àx dz ôy dz^ dz di ' 

ou bien, en vertu des égalités (176), (177)1 (^78), 

(aw + ^r -H yir— )Xy)B^oi^o, 
{OLU -4- PrH- yir— OÏ»)0oP = 0, 
(«M -h ^i' -h y»v— .)v:>)0oy =o« 
Ces égalités donnent 

(181) (aw-+-(3i'-^yiv— ;n^)eo=:o. 

Discutons les diverses égalités obtenues. 

Première Section. — Fluides incompressibles et bons conducteurs. 

L'égalité (179), jointe aux égalités (176), (177.), (178), nous enseigne que Ja 
surface 1 est onde d^ordre supérieur au second pour la température T, comme 
elle Test déjà pour les composantes u^ r, (v de la vitesse; si donc elle pouvait 
être du second ordre par rapport à quelque élément du mouvement, ce serait par 
rapport à la pression II; mais, au paragraphe suivant, nous démontrerons qu^elle 
est, au moins, du troisième ordre par rapport à la pression II; nous pouvons donc 
énoncer le théorème suivant : 

Au sein d'un Jluide visqueux, incompressible et bon conducteur ^ on ne 
peut observer aucune onde qui soit du second ordre par rapport à certains 
éléments du mous'cment et d'ordre au moins égal à 2 par rapport aux autres 
éléments. 
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Deuxième Section. — Autres fluides. 

Ici, nous devons distinguer delix cas. 
Premier cas. — On n'a pas 

(i56) X = a«-+- P('4-yw'. 

Dans ce cas, Tégalité (i8i) donne Tégalité 

(«79) Bo=o, 

même si le fluide est mauvais couducleur. Les égalités (176), (177), (178) mon- 
trent alors que la surface t est, pour la température T, une onde d^ordre supé- 
rieur 8 2. 

Si le fluide est compressible, l'égalité (175) donne 

Ro=o, 

ce qui, moyennant les égalités (171), (17^)» (<73)) montre que la surface t est 
une onde au moins du troisième ordre pour la densité p. 

11 reste à examiner si Tonde ne peut pas être du second ordre par rapport à la 
pression II. Que cela soit impossible pour un fluide incompressible, nous en 
sommes assurés par un théorème qui sera démontré au' paragraphe suivant^ si, au 
contraire, le fluide est compressible, nous savons, par ce qui a été dit au §1, que 
la surface t, onde au moins du troisième ordre pour la densité p et la tempéra- 
ture T, est, au moins, du troisième ordre pour la pression II. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

En aucun fluide visqueux on ne peut observer une onde qui soit du second 
ordre par rapport à certains éléments du mouvement et d'ordre au moins 
égal à 2 pour les autres, à moins que les deux masses fluides séparées par 
cette onde ne demeurent les mêmes pendant toute la durée du mouvement. 

Second cas. — On a 
(i56) 2Pi = (xu-^^v-hyw. 

Dans ce cas, si le fluide est mauvais conducteur, Tégalité (181) peut être véri- 
fiée, bien que 60 difi'ère de o; si le fluide est compressible, l'égalité (175) peut 
être vérifiée, bien que Ro difl'ère de o. 

Nous pouvons donc énoncer les propositions suivantes : 

Si un fluide visqueux est ou mauvais conducteur, ou compressible, ou à la fois 
mauvais conducteur et compressible, on peut y observer une onde du second 
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ordre par rapport à certains éléments du mouvement, d'ordre supérieur à a 
pour les autres éléments et qui, pendant toute la durée du mouvement, sépare 
les mêmes masses fluides. 

Pour les diverses catégories de fluides visqueux, cette onde présente tes 
particularités suivantes : 

Fllide visqueux, ihcompressible et mauvais comducteds. — Du second ordre 
par rapport à la température T et à la pression II, l'onde est au moins du 
troisième ordre par rapport aux composantes u, c, iv de la vitesse. 

Fllfide viSQUEtx, COMPRESSIBLE ET noM coHOïiCTEuii. — Du secoud ordre par 
rapport à la densité p et à ta pression II, l'onde est au moins du troisième 
ordre par rapport aux composantes h, i-, n' de la vitesse et à ta température T. 

Fluide visqueux, compfiessidle et mauvais conducteuii. — Du second ordre 
par rapport à ta densité p, à la température T et à la pression il, l'onde est au 
moins du troisième ordre par rapport aux composantes u, r, iv de ta vitesse. 



§ 3. 



.ÉME ORDRE PAR RAPPORT A CERTAINS ÉLÉMEKT; 



Coatiiiuant notre analyse, nous allons supposer que la surface t est bu moins 
onde du troisième ordre relalivemenl aux grandeurs 

«, •; ..■, p, T. 

En ce qui concerne la pression II, nous supposerons seulement qu'elle est au 
inoins du second ordre. 

Selon les lenimes de M. Hadamard, énoncés cl démontrés au Chapitre précé- 
dent, les dérivées du troisième ordre (Uj — "i)i {''i — <'i )i("'i — t^'i) s'cxprimcnl 
toutes, sur la surface t, au niojen de quatre vecteurs {t«,nig, »u), (/,, m,, n,), 
{l-i, "'i, '>»}, (ts, mi, /II). Si l'oode 7 est persistante, ou a 



m,-hJ^m„ 



l, ■+- Jt /, = o, 
«f,+ Jtm, — o, 



- .K./, t^o, 

- Jt/«,= o, 



«1 -h Jtrt, =0, /i, -(- Jt/t, =0, 
Il suffira de démonlrer que 

jiour prouver que toutes les dérivées partielles du troisième ordre de {ut — Ki), 
(ij — f, ), (iij — »', ) sont nulles sur la surface a, et que celle-ci est une onde 
au moins du qiialrionie ordre pour les composantes u, v, w de la vitesse. 
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Toules les dérivées parlielles du second ordre de la différence (112 — ^i ) s'expri- 
ment, sur la surface t, au mojen de trois qiianlilés Pq, P«, P2Î liées par les rela- 
tions 

Il suffira de prouver que Ton a 

(i83) Po=o 

pour démontrer que Tonde o- est au moins du troisième ordre par rapport à la 
pression H. 

Considérons les équations, vérifiées en tout point du fluide [égalités (i35) 
et(i58)], 

__ du d[i. ^ fôu dv\ d[i. f du d\v\ c>|jl _ 
ôx dx \dy dxjôy \ôz dxjdz ~~ ' 



En différentiant la première de ces égalités par rapport à x^ la seconde par rap- 
port à j^ et la troisième par rapport à z, nous obtenons trois nouvelles égalités, 
vérifiées en tout point du fluide, et qui sont 

(>^4) j Jj^"^ ~^^^dp "^ày^'' 4-... = o, 

les • • • désignant des termes qui varient d'une manière continue lorsqu^on traverse 
la surface o>. 

(]es égalités montrent de suite que Ton a, sur la surface 7, 






jPo-[X(p,T)4-,jL(p,T)](a/o4-;3/7io-Fy/io) 
(i85) { |Po-[X(p,T)-^fx(p,T)](«/oH-?mo-t-y/io) 

jPo-[^(p,T)-^,jL(p,T)](«/o4-(3mo-+-y/io) 
En ajoutant ces égalités membre à membre, on trouve Tégalité 

(186) Po-[^(p,T)-V2,jL(p,T)](a/o+P/'ïo-i-y'ïo) = o. 

Supposons d^abord que le fluide soit incompressible. 

Nous avons, en tout point, 6 = 0, partant AO = o, ce qui donne, -sur la surface t, 

(187) «/o4- (3mo-h y/io=o. 
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L'égalité (i86) devient alors 
(i83) Po = o. 

D*où le théorème suivant, invoqué sans démonstration au paragraphe précédent : 

Au sein d'un Jluide incompressible, une onde qui est au moins du troi- 
sième ordre par rapport à u^ Vy w et T, est aussi au moins du troisième 
ordre par rapport à U, 

Si le fluide est compressible, nous savons, par ce qui a été dit au § 1, que la 
surface o>, onde au moins du troisième ordre par rapport à p et à T, est au moins 
du troisième ordre par rapport à II; nous avons donc Tégalité (i83). Mais, d'autre 
part, nous avons Tinégalité [P* Partie, inégalité (65)] 

X(p,T)4-2fjL(p,T)>o. 

Les égalités (i83) et (186) nous donnent alors Tégalité (187). 

Les égalités (i83) et (187) étant vraies en toutes circonstances, les égalités (1 85) 
donnent 

(182) /o=o, mo=o, n^ — o, 

car on a [P® Partie, inégalité (62 bis)\ 

/^(p,T)>o. 

L'onde considérée est donc au moins du quatrième ordre par rapport aux com- 
posantes 1/, (^, (V de la vitesse. 

Sur la surface t, toutes les dérivées du troisième ordre de la différence (pa— 0\ ) 
s'expriment au moyen de quatre grandeurs Rq, R4, R^, R3, liées par les relations 

(188) Rj-t-3l.Ro = o, R,-+-XR, = o, R,4-^R,= o. 

L'égalité Ro = o enseigne que la surface o* est onde au moins du quatrième 
ordre pour la densité p. 

Si le fluide est compressible, on a, en chaque point et à chaque instant, 

dp d à à 

et, par conséquent, 

.(dp d d à \ 
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Cette égalité peut s'écrire 

• • . désignant des termes qui varient d'une manière continue au travers de la 
surface o*. 

On en conclut sans peine, en vertu des égalités (188), que Ton a, sur la sur- 
face T, 

(189) {cnu-^-^v -^y\v — y^)^Q-=zo. 

Sur la surface t, les dérivées du troisième ordre de la température T s'expriment 
au moyen de quatre quantités 6o> ®i> ®2) ©3» 'i^es par les relations 

(190) 01-1-^00=0, 0,-hX0iz=o, 03-i- 3b0,=:o. 

Si Ton a 

(191) 0o==o, 

Tonde considérée est au moins du quatrième ordre par rapport à la tempéra- 
ture T. 

Supposons d'abord le (luide bon conducteur. En tout point et à tout instant 
sont vérifiées la relation supplémentaire [l" Partie, égalité (94)] et aussi les 
égalités que Ton obtient en difiercntiant celle-ci par rapport à x, ou à y, ou 
à 5. Ces dernières égalités peuvent s'écrire 

Ar(p,T)^AT-t-...= o, 
A-(p,T)^AT4-...= o, 
Ar(p,T)^AT-i-... = o, 

les ... désignant des termes qui varient d'une manière continue au travers de la 
surface 9. On en conclut sans peine que l'on a, sur la surface a>, 

«00=0, (300=0, y0o=o, 

ce qui entraîne l'égalité (191). 

Supposons maintenant le fluide maui'ais conducteur. L'égalité (180) est vé- 
rifiée en tout point et à tout instant; il en est de même de l'égalité 

AJ = o 



■ 44 



i-^pi 



dx 



•Oy' 



<J= 



dt 



. . . désignant un ensemble de termes qui varient d'une manière continue au tra- 
vers de la surface t. On en conclut, en vertu des égalités (190), que l'on a, en 
tout point de la surface t. 



(«9^) 



(„„4.p.,4-y.^._jï:,)9,^o. 



La discussion s'aclièvc alors comme au paragraphe précédent el conduit aux 
conclusions que voici : 

A II sein d'un fluide visqueux, incoupiiessibi.r et bon conductedh, on ne peut 
observer aucune onde qui soit du troisième ordre par rapport à certains élé- 
ments du mouvement et d'ordre au moins égal à 3 pour les autres éléments. 

Au sein de tout autre fluide visqueux, on peut observer une telle onde. 

Si lejtuide est mcoMPtiEssiBi-E et mauvais conducteur, cette onde est du troi- 
sième ordre pour "ï elX\ et d'ordre au moins égal à 4 pour a, v, tv. 

Si le Jluide est compiiessible et bom comoucteub, cette onde est du troisième 
ordre pour p et U et d'ordre au moins égal à 4 pour u, c, iv et T. 

Si le Jluide est comi-ressible et mauvais connucTEUR, cette onde est du iroî- 
sièmc ordre pour p, T el H et d'ordre au moins égal à 4 pour u, v, «-. 

Les deux masses fluides que sépare la surface de l'onde demeurent les 
mêmes pendant toute la durée du mouvement, car on a 

(193) 3y, — au -h pi'-Hytv. 



M- ■ 



Résumé 1 



PROPRIÉTÉS DES ONDES > 



'AS DES FLUIHES VISQUEUX ('). 



On voit sans peine que les démonstralîons données aux g§ 2 et 3 s'étendent de 
proche en proche et s'appliquent aux ondes de tous ordres. Si l'on réunit alors ce 
qui a été dit dans le présunl Chapitre aux résultats obtenus au Chapitre 1, § 11, 
on parvient à des théorèmes entièrement généraux au sujet des ondes qui peuvent 
persister en un fluide visqueux. Ces théorèmes s'appliquent même aux surfaces de 
discontinuité pour certains éléments, surfaces qui sont des ondes d'ordre o par 
rapport à ces éléments. 



(') Des ondes çui peuvent persitter 
.. CXXXIII. ij octobre 1901, p. 579)- 



un Jluide vitqucUT (Comptes rendus. 
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Voici ces théorèmes : 

Thëohèmb I, — Au sein d'un fluide visqueux, incompressible et bom con- 
ductei'H, il ne peut persister aucune nnde, quel qu'en soit l' ordre par rapport 
aux divers éléments du mouvement. 

En toute ta masse d'un tel fluide et pendant toute la durée du mouvement, 
sauf peut-être à un instant isolé, u, v, iv et T sont des fonctions continues et 
analytiques de x,y, z, t. 



TuÉonÉME II. — Au sein d'un fluii 

MAUVAIS CONDUCTEUR, OU A LA FOIS COMPI 

observer des ondes persistantes. 

Si le fluide est incompurssidle et mauvais cohe 
par rapport à T et à U est au moins d'ordre (n •+- 

Si le fluide est compressible kt bon conducteu 



EUX qui est ou commiessiblEi ou 

ET mauvais conducteur, on peut 

:oHDuCTEuR, une onde d'ordre n 
n H~ i) par rapport à u, »', w. 

une onde d'ordre n par 



rapport à p et à U est au moins d'ordre {n 4- i) par rapport à u, c, ir et à T. 

Si le fluide est compiiessible et mauvais conducteub, une onde d'ordre n par 

rapport â p, à T et à tl est au moins d'ordre (h + i) par rapport à u, i\ i\: 

Théorème III. — La vitesse de déplacement de l'onde est égale, en chacun 
des points de cette onde, à la projection de la vitesse du fluide sur la normale 
à l'onde : 

Les ondes partagent donc le fluide en masses qui demeurent les mé/nes pen- 
dant toute la durée du mouvement. 

Au sein de chacune de ces masses u, v, w, p, T, Il sont des fondions conti- 
nues et analytiques de x, y, ;, t. 



CHAPITRE IV. 



OKS O'NPES DANS LE5 FLUIDES PAFIFAITS. 



QuELQUI 



iiÉTÉs THKnMonvi 

s VlSCOSlTt ('). 



DES PLU IDES 



Dans ce Chapitre, nous nous proposons d'étudier les propriétés des fluides 
parjaits, c'esl-ii-dîre des fluides pour lesquels les deux coelïicicnts de viscosité 

(') Sur les chaleurs spécifiques des fluides dont lei éléments sont soumis n feuri 
actions mutuelles (Comptes rendus, t. CXXXU, il février Hjoi, p. 39*). 

Fac. de 1'., i- S., IV. iy 
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sont identiquement nuls : 

X(p,T) = o, ,jL(p,T) = o. 

Nous exposerons d'abord quelques considérations sur les coefficients calori- 
fiques de ces fluides, considérations qui nous seront utiles ensuite. 

Dans une modification réelle ou virtuelle où la densité p et la température T 
varient de 8p, ST, la masse élémentaire dm dégage une quantité de chaleur cfQ 
que donne l'égalité (82) de la première Partie, à condition d'y supprimer le tra- 
vail d':çdxj5 des actions de viscosité; nous avons donc 

La quantité 

('9^) cip.r)--^ — -;^^ — 

est [I" Partie, égalité (84)] la chaleur spécifique à densité constante du 
fluide. 

Selon le postulat de Helmholtz, cette quantité est essentiellement positive : 

(.96) c>o, ^^^^<o. 

D'autre part, en tout point non situé sur une surface de discontinuité, nous 
avons [l''^ Partie, égalité (75)] 

('97) n+p'(A,+ A.)-p^^^^=o. 

Nous allons écrire cette dernière condition sous une forme un peu diSiérente. 
Considérons les fonctions al./(R, j:,^, z, /), Xf,{K^ x^y, z, l), définies en 
la l'® Partie, Chapitre I, § 4. 
Nous aurons 

A/(^, /, -, = «vW (p, J^, y, z, t), 
A<r( J?, y, -, = .W(p» »^, /, -, O 

L'égalité (197) pourra alors s'écrire 

(198) n 4- p«[.l>/(p, X, 7, z, t) 4- -i,.(p, X, y, ;;, 0] - p* ^^^ll^ = o. 

Cette égalité peut s'interpréter. 

Supprimons toutes les parties du fluide qui sont contiguës à l'élément dm; 
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mais, aux corps extérieurs qui exercent Taction <vl><?(p, ^, J^, 5? 0? adjoignons 
d'autres corps exerçant précisément une action égale à Xi{p, x^ y^ z^ t). Pour 
conserver à Télément dm sa densité et son état de repos ou de mouvement, il 
faudra appliquer à sa surface une pression U donnée par Tégalité (ig8). 

Supposons ces corps extérieurs fictifs choisis de telle manière que la forme de 
la fonction <^oi{p^ ^iy^ -5? demeure invariable. A des variations Sp, 8ï de la 
densité p et de la température T correspondrait une variation 811 de la pression II 
donnée par Fégalité 

(.99) ^^-^9\^\;^i-^^^c''Tp)-^^\rôi-^'d^ 

Posons 

(200) J(p,T,a',v,;;,0 = p[2(^^-X,-X,j + p^— --^---^jj. 

L'égalité (19g) nous enseigne que si, dans la modification définie plus haut à 
laquelle cette égalité se rapporte, la température T demeure invariable, la densité p 

augmente de ( -%^ j SlI, 

f do\ I 

tandis que si la pression II demeure invariable, la densité augmente de f -j=; j ÔT, 
avec 

Au sein d'un fluide qui est en état d'équilibre stable, on a (*) 

(203) J>0. 



avec 



Toutes les fois que cette inégalité est vérifiée, ( ^ j est posilif et - — ^, est de 

signe contraire à 

Considérons une modification du genre de celles que nous venons de définir et 
où la pression n garde une valeur invariable; p croît de ( -^^ j 8T; selon les éga- 






(*) Sur la stabilité de Véquiiibre d'une masse fluide dont les éléments sont soumis 
à leurs actions mutuelles [Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5" série. 
\, III, p. 174; condition (63); 1897]. 
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lités (194) et (195), la quantité de chaleur dégagée par Télément dm devient 



<'o=[L^(â)„-^'"^" 



OU bien, en vertu de l'égalité (202), 

(2o4) t/Qr=— C(p, T,^, j, 3, 5T, 

en posant 

La quantité C(p, T, x^y^ 5, /) peut, en vertu de l'égalité (204), être regardée 
comme la chaleur spécifique à pression constante de l'élément dm\ elle diffère 
de la chaleur spécifique à densité constante par un caractère essentiel; pour la 
connaître, il ne suffit pas de connaître la densité p et la température T au sein de 
l'élément dm\ il faut en outre connaître la disposition et l'état des corps dont 
proviennent les actions extérieures, la figure du fluide et la distribution des 
masses au sein de cette figure. 

Si la condition de stabilité (2o3) est satisfaite y la chaleur spécifique à 
pression constante C(p, T, x^y^ z^ t) est, en chaque point, supérieure à la 
chaleur spécifique à densité constante. 

Considérons une des modifications pour lesquelles est écrite l'égalité (199) et 
supposons qu'elle constitue, pour l'élément dm, une modification isentropique. 

L'entropie (r(p, ï) dm de l'élément dm est définie par l'égalité [I'''' Partie, éga- 
lité (85)] 

On a donc, en une modification isentropique quelconque, 

(206) -_^,^ op 4- —^ÔT = o. 

Entre les égalités (199) et (206), éliminons ST et remplaçons Sp par l-^ J olI. 
Nous trouverons, en tenant compte de l'égalité (200), 



[^^-K^)']( 



dp\ _Ô'K 



— ~Fr*' 



dnj^" dT 
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ce qui peut encore s'écrire 



L E dT« E JVt^pdï/ J\ 



rfn/Q~ j E t)T» 



ou bien, en vertu des égalités (:20i), (iqS) et ( 9.04), 

égalité qui est la généralisation de la classique relation de Reech. 

La relation (206), qui exprime que la modification est isentropique, peut s^écrire, 
en vertu de l'égalité (202), 

ou bien, en vertu de l'égalité (igS), 

Mais ici op = ( -^ j oII; si donc on tient compte des égalités (201) et (208) 
et si l'on remplace SX par ( ^ ) dll > on trouve l'égalité 

/efr\ T (dp\ 

\dVL)^ EC(p,T,x,y,5,0 \dï)\\ 

ce qui est la généralisation d'une relation due à Joule. 

Ainsi, toutes les lois que l'on démontre, en Thermodynamique élémentaire, pour 
un fluide soumis uniquement à une pression normale et uniforme, s'étendent à 
un fluide dont les éléments exercent les uns sur les autres des actions quelconques, 
newtoniennesou non. Mais tandis que, dans le premier cas, ces lois sont générales, 
elles ne s'appliquent, dans le second cas, qu'à certaines modifications virtuelles 
définies d'une manière particulière, à savoir celles pour lesquelles il est permis 
d'écrire la relation (199). 

Malgré le caractère abstrait et, semble-t-il, purement artificiel, des considé- 
rations que nous venons de développer, nous allons en reconnaître l'intérêt par 
l'étude de la propagation des ondes au sein des fluides parfaits. 
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§ 2. — PrOPAGATIOUî des OfîDES AU SEIN DES FLUIDES PARFAiTS. 

Emploi des équations d'Euler. 

La propagation des ondes dans les fluides parfaits a déjà fait l'objet de recher- 
ches extrêmement importantes de la part d'Hugoniot (*); c'est à cette occasion 
qu'ont été imaginées les méthodes développées aux Chapitres II, III et IV du pré- 
sent écrit. Toutefois, ranal)^se d'Hugoniot est susceptible de certains développe- 
ments et de certaines générah'sations (^) que favorise singulièrement l'emploi des 
vecteurs de M. Hadamard. 

Cette élude de la propagation des ondes dans les fluides parfaits peut se faire, 
comme l'a déjà observé Hugoniot, soit au moyen des équations hydrodynamiques 
dites équations d^ Eiiler, soit au moyen des équations hydrodynamiques dites 
équations de Lagrange; nous allons employer successivement ces deux procédés, 
en usant d'abord des équations d'Euler. 

Pour obtenir les équations d'Euler, il suffit de prendre les équations générales 
de l'Hydrodynamique [!**• Partie, égalités (79)] et d'y annuler les fonctions X(p, T), 
[jL(p,T). Nous obtenons alors les équations 

dW ,,. ^ . (du du Ou du 



--p(X,-vX,)-4-p(^ 



W -7 h C -r- H- IV -r- \^ O, 



ôx «-^ ' • '' ^\ôt ôx dy dz 

dU ,r, r, . f d^v d^v d^v dcï\ 

A ces équations, il faut joindre Véquation de continuité 
, . dp d d d 

dans le cas où le fluide est compressible, la relation 

( 198) n 4- p'[cil./(p, X, r, 5, + ^eip. X, 7, 5, 0] - P' f' ^ = O 

el, enfin, la relation supplémentaire. 



(») UvGoyiOTj Mémoire sur la propagation du mouvement dans un fluide indéfini 
{Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4* série, t. Ilf, 1887, p. 188, el t. IV, 
1888, p. i53). 

(*) Sur les ondes longitudinales et transversales dans les fluides parfaits {Comptes 
rendus, t. GXXXII, 3 juin 1901, p. i3o3). 



RECHERCnES SUR L HYDRODYNAMIQUE. 



IDI 



Imaginons qu'une surface <t soil onde persistante du premier ordre pour //, 
ç^ (V, Il existera un vecteur (Z^, Wq, n^) tel que, sur la surface t, 



(211) 



d{i 


El,— 


«.) 




dx 




d(i 


'î — 


«•.) 




dj? 




àiw^ — 


«■,) 



(^J7 



= a/o» 



= a/Wo, 



= a«oi 



^7 



= P/o, 



^P^Wo, 



^P'ïo, 






= y^o> 



=zym 



09 



(^((t,j _„.,)___ 



(^J 



^yio, 



d(«,- 


".) 




(Jf 




t>(« 


'. — 


«',) 




df 




d(H 


p-,— 


"'.) 



<^/ 



4- OX,Iq =0, 



-h ^î> /Ma ^== O, 



4- X/Iq := O. 



Moyennant ces égalités, on a, sur la surface 7, 



(212) 



ai 



.— -+- w 



-( 



~dt 



u 



dx 
dx 



ôt dx 



-( 



dVy 
Tt 



di\ 



dx 



-h M~ 



-( 



ôt 



u 



dx 
dx 



dy dz 

dux duy 



ày 

dVf 
ly 

d^x 



iV 



iV 



dz 

dvf 
dl 

d{>i 



{(xu -h ^{> -\-yiv — J^)Iq, 



-hM-^ "^^"3"^ "♦■^^"T" ) =(«M H-Pi^4-y«v— X)//io, 



'ày 
dwx 



w 



\v 



dz 
dw^ 

dwx 
"d^ 



m («M 4- pç' H- yw — ^)nQ, 



D'après ce que nous avons vu au Chapitre I, § 11, la surface a>, au travers de 
laquelle les composantes de la vitesse varient d'une manière continue, est onde au 
moins du premier ordre pour la pression U et la densité p ; il existe donc deux 
grandeurs Pq, Rq telles que l'on ait, en tout point de la surface 7, 



ai3) 



^(n,-n,) 

dx 



_ d(n,-n.) _ 

~ "' dy — P*»' 



<^(n,-n,) 

dz 



= yP 



09 



<^(n.-n,) 

dt 



+ XP, = o, 



(ai4) 



«»(P.-P.) _„;> «^(P«-P.) _fli> «»(P.-P .)_..R 



<>a; 



ôt 



Moyennant les égalités (an) et (214)9 l'équation de continuité (210) montre 
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que Ton a, en tout point de la surface (7, 

(2i5) («M H- Pr -h yiï' — X) Ro 4- p(a/o-4- P/Wo-f- y/io) = o. 

En traversant la surface v, les grandeurs X^, Y«, Z« varient certainement d^une 
manière continue; il est aise de voir qu'il en est de même de X/, Y/, Z/; si, en 
effet, on se reporte à la définition de la fonction '<Pi(R, ^^y^ Zy t) donnée en la 
P* Partie, Chapitre I, § 4, on voit que X/, Y/, Z,- s'obtiennent en remplaçant R 

par p(:r, y y 5, /) dans — -r— > — -r— > 7^; or, d'après ce qui a été supposé en 

j . , • • i j 1 • • ^ j à^ d'<> âX^ 

cet endroit, la continuité de p assure la continuité de 7—» r- > — -j^« 

o^ oy oz 

Les égalités (209), (212), (21 3) nous montrent alors que Ton a, en tout point 
de la surface <t, 

IPoa-H p(ai/ 4- Pi'-f- y^ï'— ^)/o =0» 
PoP-hp(a// 4- Pr-f-ycv— ^)mo = o, 
Poy -hp(a«4-{3v'-hyw — 'X))/i^=o. 

Les égalités (2i5) et (216) sont vraies aussi bien pour les fluides compressibles 
que pour les fluides incompressibles, et cela quelle que soit la forme de la relation 
supplémentaire. Discutons, tout d'abord, les conséquences de ces égalités. 

Multiplions respectivement les égalités (216) par a, p, y et ajoutons membre à 
membre les égalités obtenues; nous trouvons l'égalité 

(217) Po-h p(aw -4- Pt' 4-yi»' — ^î^) (a/o-+- P^oH- y/io) = o. 

D^autre part, multiplions respectivement les égalités (216) par /q, mo, n^ et 
ajoutons membre à membre les résultats obtenus. Nous trouvons Tégalité 

(218) Po(«^o+Pmo-hy/io)-hp(aM-+-Pi^4-yc»'— X)(/î-hmJ-+-/iJ) = o, 

Parvenus à ce point, nous distinguerons deux cas : 

Premier cas. — Uonde, du premier ordre par rapport aux composantes Uy 
Çj (V de la vitesse, est d'ordre supérieur au premier pour la densité p : 

(219) Ro=o. 

Ce cas est évidemment le seul qui puisse se présenter en un fluide incompres^ 
sible. 

Les égalités (219) et(2i5) donnent 

(220) a/o-H P/WoH-y/io=o. 

Selon la dénomination introduite au Chapitre II, § 5, l'onde est transversale. 
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L^égalité (217) donne alors 
(aai) Po=o. 

Vonde est d'ordre supérieur au premier par rapport à la pression. 
Enfin, l'égalité (218) donne 

Les deux masses Jluides que sépare Vonde considérée demeurent les mêmes 
pendant toute la durée du mouvement. 

Moyennant les trois égalités (aiS), (217), (218), il est 1res facile de voir que 
chacune des quatre égalités (219), (220), (221), (222) a pour conséquence les 
trois autres. Donc, chacune des quatre propositions que nous venons d^ énoncer 
entraîne les trois autres. 

Deuxième cas. — L^onde, du premier ordre par rapport aux composantes w, 
r, {V delà vitesse, est aussi du premier ordre par rapport à la densité p. 

Dans ce cas, on n'a pas l'égalité (219) et, partant, on ne peut avoir aucune des 
trois égalités (220), (221), (222); en particulier, on n'a pas 

(221) Po=«- 

L'onde considérée est certainement du premier ordre par rapport à la 
pression. 

Comme on n'a ni l'égalité (221), ni Tégalité (222), les égalités (216) donnent 

(223) i^^'^^'h. 

Selon la terminologie définie au Chapitre II, §0, l'onde considéuée est longitu- 
dinale. 

Les égalités (21 5) el (217) donnent 

Dans le cas actuel, où aucune des égalités (219), (^ao), (27.1) n'est vérifiée, 
cette égalité devient 

p 

(224) (^^ — OLU^'^v — yivy-— ^' 

Elle fait connaître la valeur de J^. 

Fac. de T., 2' S., IV. 20 
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P 

Pour pousser plus loin et déterminer la valeur de ^y il faut faire usage de 

l'égalité (198) (ce qui est assurément permis, puisque ce second cas ne peut se 
rencontrer qu*en un fluide compressible) et de la relation supplémentaire. 

En tenant compte de la définition de J, donnée par l'égalité (200), Tcgalité (198) 
nous donne 

L'onde considérée étant au moins du premier ordre pour la température T 
(Chapitre I, § 11), il existe une grandeur Sg telle qu'en tout point de la surface 7 

("^) di -''®«' dy -^^0' J'z ="«0. 

Au passage de la surface t, -^—pv 'varie d'une manière continue comme p et T; 

selon les principes posés en la 1'* Partie, Chapitre I, § 4, il en est de même de ^V, 

—r-^j -4-^: enfin, il en est assurément de même de Xe et de ses dérivées par- 
ap ox *^ 

tielles, partant de J. Dès lors, les égalités (aiS), (214), (aaS), (226) donnent, 

en tout point de la surface 7, la première des égalités 



p„-jRo-p'^e.)« = o, 
(p.-jR„-p'^^e„)./=o. 



Les deux dernières s'établissent d'une manière analogue. Ces égalités donnent 

(227) Po— Ji^o — p- jr^^^o = o. 

Parvenus à ce point, nous devons scinder notre deuxième cas : 

A. Le fluide est bon conducteur de la chaleur. — Dans ce cas, selon des 
considérations exposées au Chapitre III, § 1, considérations qui s'appliquent 
aussi bien aux fluides parfaits qu'aux fluides visqueux, on a 

(i54) 00=0. 

Londe est d'ordre supérieur au premier par rapport à la température. 



REcnERCiiES SUR l'hydrodynamique. iSS 

Inégalité (227) donne alors 

en sorte que Tégalité (aa^) devient 

( 228 ) ( X — a M — ;3 r — y iv)^ = •' • 

Elle nous enseigne qu'une onde longitudinale du premier ordre ne peut per- 
sister qu'au sein d'un fluide où la condition {loi) est vérifiée. 
Selon Tégalitë (201), l'égalité (228) peut encore s'écrire 

(11% his) {J^ — OLU — (3 r — y\vyz=z 



\<tn)j 



B. Le fluide est mauvais conducteur de la chaleur. — Dans le temps dt^ 
chaque élément dxs dégage une quantité de chaleur égale à o. Selon l'égalité (()o) 
de la P® Partie, cette condition s'écrit 

Selon les égaillés (21 1) et (226), elle nous enseigne que l'on a, en tout point 
de la surface (7, 

(23o) ^Y-Ca^'+Pr-h/iï' — X)eo~p j—j;p(a/o-f-?wiu + 7''o) = ^>. 

Comme on n'a certainement ni l'égalité (220), ni l'égalité (222), Bo a une valeur 
finie et différente de o. L'onde considérée est assurément du premier ordre 
par rapport à la température. 

Les égalités (21 5) et (23o) donnent 

ou bien, puisque l'égalité (222) n'est sûrement pas vérifiée, 



L'égalité (227) devient alors 

( 



p./ — 1 



!j!:=J_ V^P^'Ï' 
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L'égalité (224) devient donc 
(23i) (X — aw — (3i^ — y«v)«=J — 









Selon le postulatum de Helmholtz [inégalité (196)], -^^^ est assurément négatif, 

le second membre de Pégalité (23i) est donc certainement positif, partout où la 
condition (2o3) est vérifiée. 

En vertu de l'égalité (207), Tégalité (281) peut s'écrire 

(282) (Jï> — aw — Pi' — yi^)« = 



En vertu de l'égalité (208), l'égalité (282) devient 

(.33) ^^^.u^?.-y^y=^^^^hl^^ 

\dn)r 

L'égalité (t54) s'applique, au sein d'un fluide bon conducteur, aussi bien à une 
onde transversale qu'aune onde longitudinale; il en est de même de l'égalité (227), 
si le fluide est mauvais conducteur et compressible; mais, dans ce cas, on a, en 
tout point d'une onde transversale, 

Po=o, Ro = o, 

en sorte que l'égalité (227) redonne 

(i54) Bo=o. 

On peut donc compléter ainsi qu'il suit ce que nous savons déjà des ondes 

TRANSVERSALES I 

Au sein d*un fluide bon conducteur , ou bien au sein d^un fluide com- 
pressible et mauvais conducteur, une onde transversale du premier ordre par 
rapport à m, v^ w est d^ ordre supérieur à 1 par rapport à T. Au sein d^un 
fluide incompressible et mauvais conducteur, elle peut être du premier ordre 
par rapport à T. 

Les diverses propositions que nous venons de démontrer touchant les ondes du 
premier ordre par rapport aux composantes w, v^ w de la vitesse s'établissent sans 
peine pour les ondes d'ordre supérieur au premier; les méthodes à suivre sont 
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analogues à celles donl nous avons fait usage dans le cas des fluides visqueux, 
mais elles sont d'un emploi beaucoup plus simple. Nous laissons au lecteur le 
soin de les développer et nous nous bornerons à énoncer les théorèmes généraux 
que voici : 

Au sein d'un Jluide par/ait, soumis à des actions newtoniennes ou non, il 
peut persister en général deux sortes d'onde d'ordre n par rapport aux corn- 
posantes w, r, w de la vitesse (n étant au moins égal à i). La première sorte 
est seule possible si le Jluide est incompressible : 

i'* Des ondes transversales. — Ces ondes sont au moins d'ordre (n -+- i) par 
rapport à la densité et à la pression* Les deux masses Jluide s que sépare une 
telle onde sont les mêmes pendant toute la durée du mouvement, en sorte que 
la vitesse du déplacement de l'onde est donnée par la Jormule 

( 222 ) î)Î5 iz: a « H- (3 r H- y w, 

EnJin cette onde est au moins d'ordre {n-\- \) par rapport à T, à moins 
que le Jluide ne soit incompressible et mauvais conducteur, cas auquel elle 
peut être d'ordre n par rapport à T. 

2" Des ONnES longitudinales. — Ces ondes sont aussi d'ordre n pour la 
densité et pour la pression. 

Au sein d'un Jluide bon conducteur, une telle onde est au moins d'ordre 
(^n-\-\) par rapport à la température T et sa vitesse de déplacement est 
donnée par la Jorm u le 

(228 bis) ( Jt, — OLU — '^v -- yw)^z 



UÂ/t 



Au sein d' un Jluide mauvais conducteur, une telle onde est d'ordre n par 
rapport à la température T et sa vitesse de déplacement est donnée par 
la formule 



(233) ( X - a// — ;3 i' — y u')«rr 



I C(p, T,j?, /, c, 



d9\ c(p,T) 

T 



m 



Cette dernière formule est la généralisation de celle que Laplace a donnée 
pour la vitesse de propagation du son dans l'air. 

On remarquera l'analogie qui existe entre les résultats que nous venons d'ob- 
tenir pour les ondes d'ordre au moins égal à i par rapport à ;/, v^ w et les résultats 
qui ont été énoncés, à la fin du § 8 et aux §§ 9 et 10 du Chapitre 1, pour les sur- 
faces de discontinuité ou ondes d'ordre o par rapport à w, <', (v. 
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fj 3. — La méthode de Lagraktge. — Considérations cinématiqlrs. 

Les problèmes relatifs aux fluides parfaits peuvent être traités par une 
méthode, distincte de la précédente, que l'on nomme habituellement méthode 
de Lagrange. Vu l'importance des résultats que nous venons d'obtenir par la 
méthode dite d^Euler, nous allons chercher à les retrouver par la méthode' 
dite de Lagrange, 

Nous allons tout d'abord rappeler quelques formules, de nature cinémati(|ue, 
obtenues par cetle méthode. 

Dans la méthode de Lagrange, chaque point matériel est déterminé par ses 

coordonnées e/, 6, c, à un instant ^o choisi une fois pour toutes; les coordonnées 

.r, }',c de ce même point matériel à Tinstant t sont des fonctions continues et 

uniformes de «, ft, c, l : 

I X zn xi^Gy b, c, 0» 

(•i3'i) < y — y{a,b,c,t), 

' z -- z (rt, />, c, l). 

Soity"(«, i, c, une fonction des variables a, b,c^ t; nous conviendrons d'em- 
ployer les notations suivantes : 



<//^ 



- -r- (ta 
Oa 



ùb 



db 



^f^'^da^ 



ôa 



%-> 



ôc 
oc 



à/. 



Selon ces notations, 



da = Art, db = A^, de = Ac. 
(^es notations nous permettent d'écrire, en vertu des égalités (ali), 



(235) 



Posons 



(tî36) 



1X=2 



ly :r.- 



Iz - 



(0^ 



âx . ôx . , 
àa ^^ -*- db ^* 


• ^ de ^'^ 




^y A ày ., ôv . 
-f la -^ ^ Ib -i- -^ le, 
à a db de 




àz . àz ., dz . 

-T- Art 4- -ry A^ H- -r- Ac. 
da db de 






dx dx 


dx 




da db 


de 


I)(^, V,5) 


dy dv 


dy 


I)(«,^c) 


da db 


de 




dz dz 


dz 




da db 


de 
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el résolvons les ('•quations (aSS) par rapport à A«, A6, Ac; nous trouverons, en 
faisant usage de la notation des déterminants fonctionnels, 



(23;) 



(S>la = 



COA^ — 



(Ç)Ac = 



D(c, a) 
l)(a,ù) 



AuT 



D(:?,a:) 
I)(c, a) 



A/ 



^7 



Av 



I>(^,.y 



D(^ c 

\){x,y 






D(c, a 



A:^, 



A.-, 



Iz. 



Supposons que, résolvant les égalités (23{) par rapport à a^ 6,c, on exprime 
ces quantités en fonctions de x^y^ z^ t : 



(238) 



a^a{x,y,z,t), 

{ b = b(x,yyZyt), 

c =c(x,y,z,t). 



Les égalités (2.37) nous donneront immédiatement 



(^39) 



àa 


I I)(r,c) 


ôa i D{ZjX) 


c^rï 


_ I D(^, r) 


Ox ~ 


" tô D(^ c)' 


ôy cô D(^ c)' 


(^5 ~ 


(0 D(^ C-) 


ôb _ 


_ i iHy.z) 


ôb _ 1 Diz,x) 


âb 


_ I I)(^,7) 


ôx ~ 


tô D(c, a)' 


ôy "" cO l)(c, a)' 


ôz ~ 


à) I)(c, rt) 


de 


_ I D(.r,^) 


Oc 1 D(3, x) 


i)c 


I D(jr,jK) 


ôx 


CQ D(a,6)* 


Jy CO D(a, ^;)' 


ôz ~ 


cv) !)(«, ^) 



Considérons une certaine surface S(/), variable avec le temps /, Iracée dans 
l'espace des x^ y, z. Son équation est 



(240) 



4>(x, >', 5, /) = o. 



Si, dans cette égalité, on remplace x^y^z par leurs expressions (23^), on 
obtient une nouvelle équation 



(•40 



o(aybyC,l)—o, 



qui est l'équation d'une surface 5(/), variable avec le temps t et tracée dans 
l'espace des a, 6, c. Les deux surfaces S(^), s{i) sont dites correspondantes. Les 
égalités (234) ou les égalités équivalentes (238) font correspondre point par 
point la surface S(/) et la surface s{t). 

En un point M de la surface S(^), la normale a pour cosinus directeurs a, ,^i, v 
et l'on a 



(242) 



« ^ ;3 _^ y 
ô^ ô^ ô<l^ 

ôx ôy ôz 
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Au point niy correspondant du point M, la surface s(t) admet une normale 
dont }., UL, V sont les cosinus directeurs, et Ton a 

da ôb Oc 

Kn vertu des égalités (a38), les égalités ('^4'-*) peuvent s'écrire 

a 



d^ ôa ^9 ôb do Oc 
âft Ox ôb ôx de ôx 



ôo ôa ô^ ôb c^9 ôc 
c^^ (^7 ôb ôy ôc ôy 



ôo ôa ô^ ôb ô^ ôc 
ôa ôz ôb ôz ôc ôz 



En vertu des égalités (^^(j) et (243), ces égalités prennent la forme 



(24',) «-Ê-1, 



où l'on a posé 



I)(^ f) I)(c, a)^'^ l)(a, b) ' 

, ,.v / *, l)(r,.r). I)(;;,j™) I)(5,a:') 

\ '^-I>(^ c)^"^I)(r, a)'^'^I>(«, />)^- 

Les formules (2/î4) ^'l (•^'4«">) permettent de calculer a, j3, y lorsque l'on 
connaît X, jjl, v. 

La surface S(/) occupe la position S à Tinstant l {Jig* i5) et la position S' à 
rinslant {t -\- dt) dans l'espace des x^y^z. Les points matériels qui, t\ Tinstant 
(t i-(/l), se trouvent sur la surface S^ se trouvaient, i\ Tinstant /, sur la sur- 
face S'^ . 

A la surface S correspond, dans Tespace des a, 6, c, une surface s. Aux deux 
surfaces S', S',, lieux, à des instants différents, des mêmes points matériels, cor- 
respond, dans Tespace des r/, />, c, une même surface 5'. 

Soient M un point de la surface S et m le point correspondant de la surface s. 
La distance normale du point M à la surface S', comptée positivement dans la 
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direction dont a, P, y ^^"^ ^^^ cosinus directeurs, sera désignée par dX^dt, La 
distance normale da point m à la surface 5', comptée positivement dans la direc- 



Fig. i5. 




s; s- 




tion dont X, u, v sont les cosinus directeurs, sera désignée par ndt. Cherchons 
quelle relation existe entre n et J^, 

Sur la surface s'y prenons un point p voisin du point m; si a,6, c sont les 
coordonnées du point m, a -h Ar/, b -f- A6, c -{- le seront celles du point /;. La 
projeclion du segment mp sur la direction dont X, [x, v sont les cosinus directeurs 
sera précisément ndt. On a donc 



(246) 



n dt ^^ y la -\- IX Ib -\- V Ac. 



Au point p correspond un point P sur la surface S et un point P^ sur la 
surface S|. 

Les composantes de segment MP( sont Ix, Aj^, A3, ces quantités étant liées à 
la^lb^ Ac par les égalités (235) ou, ce qui revient au même, par les égalités (23^). 

Quant au segment F\ P, ses composantes sont -r- rf/, -^ dt^ -^ dt, 

La projection du contour M P|P sur la direction dont a, p, y sont les cosinus 
directeurs doit donner précisément dXodt, On a donc 



(247) 



, / dx , dy àz . , . _ ^ 

X ^/ = ( a -TT -i- t^ -77 -h y -j- ) dt -^^ oclx -r- ^ If -h y Iz. 



ôt 



Ot 



dt 



En vertu des égalités (237) et (245), Tégalité (246) peut s'écrire 



(248) 



n dt z=z 



_ L Aj7 4- M Aj -f- N Iz 



En vertu des égalités (244)» l'égalité (247) peut s'écrire 



(•i49) 



i: 



<)x 



ôy ^ ()3y (LAxh-MAk-+-NA:;)î 



^'^-^lû-^-ii-ll^^ ^^' = 



dt 



Fac. de T., a- S., IV. 



dt 



dt ) 



M«-+-N« 



2r 
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Les égaillés (248) et (249) donnent 
, . , (^^ dx .àv dsy CD' , 

(2D0) (^3î,_«__(3__y_j=j^5_jg^_j^«.. 

Celle formule essentielle est due à Hugoniot (*). 

La masse du fluide qu^à Tinstant t contient une surface fermée S, tracée dans 
l'espace des ^, y^ 5, a pour valeur 



/ / / P('2:^>7»'2, O^-^^/^-t 



rintégrale s'étendant au volume qu'enclôt la surface S. Par le changement de 
variables que représentent les équations (234)) cette intégrale devient 

(261) / / I p{a, b,c, t)(^{a,b,c,t) dadbdc, 

rintégrale s'étendant au volume enclos par la surface s, qui correspond à la sur- 
face S dans l'espace des a, 6, c. 

Supposons que la première intégrale exprime la masse invariable d'une partie 
du fluide toujours identique à elle-même. La Surface S variera avec f, mais la 
surface s demeurera invariable, et il en devra être de même de l'intégrale (26 1). 

Donc l'intégrale (25i), étendue au volume que renferme une surface inva- 
riable quelconque s, tracée dans l'espace des a, 6, c, garde une valeur indépen- 
dante de t, Tl faut et il suffit pour cela que l'on ait 

■\ 

(252) — [p(a, b, c, ^(«, ^ c,l)] = o. 

Cette égalité bien connue représente Véquation de continuité dans le système 
dit rfe Lagrange, 

On peut l'écrire plus explicitement 

^à p(a, b,c, l) , , ^dOd(a^ by Cy t) 
(D (a, b, c, t) ^^ '^^ -\- p(a, b, c, ^t ~ ^ 

ou bien, en vertu de l'égalité (236), qui définit (D(a, 6, c, ^), 

(253) (©"^P ' ^^y^--) à^^ , Wi^yyz) ô^x . D(r, ^) d^x 



àt l){byC) dadt l){c,a)dbdt D{a,b)Ocât 
D(z,x) d\r D(z,x) d^y D(5, a:) ù^y 



\S{b,c) dadt l){c,a)dbât D{a,b)dcdt 
Dixyv) ô^z , D(^,7) d^z l^{x,y) ô^z _ 



D(^,c) dadt y){c,a) ôbdt l)(a,6) dcdt 



('; lluGOMOT, Mémoire sur la propagation du mouvement dans un fluide indéfini, 
seconde Partie {Journal de Mathématiques, 4* série, l. IV, 1888, p. i53). 
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§ 4. — Propagation des ondes au sein des fluides varfaits- 

Emploi de la méthode de Lagrange. 

Il est clair que nous avons 

('^^) «^57' "=dr "'=ôr 

, „, ^»x d'y d^z 

(a55) y-=:^' yy=Ti^' y--=w 

En vertu des égalités (255) et en supposant le fluide parfait, ce qui entraîne 

Çx=o, gx = Oy y= = o, 

les équations générales de l'Hydrodynamique [première Partie, égalilé (74)] 
deviennent 

— -p(X,4.X,)-f-p— =0. 

(a56) ,^^_p(Y, + Y,)H-pg:=o, 



âz ^'" ' "'" ' t- dt' 



On a, d'ailleurs, 



ÔM on ôa on ôb dW de 



ôx ôa dx Ob ôx Oc Ox 



Cette égalité, jointe à la première des égalités (289), transforme la première des 
égalités (256) en la première des égalités 

i)_0v5] m my, z) dn D(.r, z) dn _ „,.,/y ^ ^ _ d^j-x _ 

'ï){b,v) da '^I)(c,a; db '^ l){a,b) de P "■'^ \^^' "+- -^^ ^if J - ""' 

] ï)(z.x) ân i)(z,x) du D(z,.x) dn „,c,/y^y '^'A-n 

I)(.r.7) dn , D(x.j) dn , D(^,y) dU _^,^/^ _ <Li\ - r. 

\)(b,c) da l)(c,a) db l}(a,b) de P^'^'^^i^^-: or- ) ~ 

Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 

Supposons qu'une surface s, mobile avec t et tracée dans l'espace des a, b, c, 



dx 



soit onde du second ordre pour x, y, z et, parlant, du premier ordre pour . 

Y il " 

-~? -r^» A cette surface s correspondra, dans l'espace des x^ y^ 5, une surface S, 



dl^ 


^^y,-Y^) 


ôt* 


dHz,- z,) 


dt* 


à{p,— pr) 


âc 


r)(n,-n,) 
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mobile avec t el qui sera onde du premier ordre pour //, (^, <r [selon les éga- 
lités (254)]. Dès lors, diaprés ce que nous avons vu au Chapitre I, § 11 , la surface S 
sera onde au moins du premier ordre pour p et II, et, visiblement, il en sera 
de même pour la surface s. 

Nous pourrons donc, d'après ce qui a été dit au Chapitre II, trouver, en chaque 
point de la surface 5, un vecteur/, g^ h et deux grandeurs ^ et ^, tels que Ton 
ait 

âaât - -^^ db ât ' - '^^' (kàt - '^' ^'^ "^ -^ ~ ' 

^ ^^ ôaôt -^""^ 00 ôt ~^^' Oc dû "" "' '»'* -f-/^-,_o, 

ro-io^ ^(P«~P'^ — l4l ^(P2-Pt) _,,.. <^(P»-Pl) _,,.. ^(Pl-Pl) . ,,,1— n 

^ ^^' ^ô — ^-^S J^; — f^^'^i, j^; _v."<l, — -{-mi\ — o, 

La surface s étant onde du second ordre pour ^,^, 5, les dérivées partielles du 
premier ordre de ces quantités varient d'une manière continue en traversant cette 
surface, et il en est de même de (0 et de tous ses mineurs. Dès lors, les éga- 
lités (253), (258) et (269), jointes aux égalités (245), montrent que l'on a, en 
tout point de la surface s, 

(261) (0.^/1 — p(L/h-M^ + NA)=io. 

D'après ce que nous avons vu en la première Partie, Chapitre 1, § 4, X,., Y<., Z<., 
X/, Y|, Z/ varient d'une manière continue lorsqu'on traverse la surface S et, par- 
tant, la surface 5. Dès lors, les égalités (25^), (268) et (260), jointes aux éga- 
lités (245), montrent que l'on a, en tout point de la surfaces, les trois égalités 

(262) } U?M — pc£)/i^ = o, 

( tJPN — p(0/^/^=I:o. 

De ces égalités (262) on tire sans peine les deux égalités 

(263) 'i\L/-h Mg -h N/i) - p(D «(/»+ g^-hh') = o, 

(264) ti^(L*-f-M*-hN')-p(î)/^(L/+M^^-N/^)=:o. 

Ici, distinguons deux cas : 
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Premier cas. — Londe est d^ ordre supérieur à i par rapporta la densité p : 

(265) A=io. 

L'égaillé (261) donne alors 

(266) L/-+-M^-+-N/i=o. 

Interprétons ce résultat. 

En multipliant les deux membres de l'égalité (266) par X et tenant compte des 
égalités (258), (254) c^ (244)? nous trouvons la première des égalités 

ô{u^^u,) d{v^—v,) d(ivt'-iv,) __ 

« — x^ ^ P — ^ ^- y — Âz — = o» 



a 





ôa 




d( 


M,— 


«<) 




àb 




d(i 


»j 


«.) 








Oa 




à( 


w. 


«<.) 




db 




()(«•,- 


^,) 



-^7 ÂF. =^' 



âc ^ de ' àc 

Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. Multiplions respective-^ 

, 1. , da àb de , , 1 » 1 

ment ces égalités par -^- > — > -r— et ajoutons-les membre a membre; nous trou- 
vons l'égalité 

^ à(u^—Ui) _^ divt—i^t) ^ ()(mp',— »^,) _ ^ 
Oju ^ dx ' djc 

qui, si l'on se reporte aux égalités (211), devient la première des égalités 

(a/o-hPmo-4-y/io)a = o, 

(a/o+ i3wo4- y/io)P == o, 
(«/o4-(3mo-hy/?o)y =^0. 

Les deux autres se démontrent d*une manière analogue. Ces égalités montrent 
que l'on a, en tout point de la surface S, 

(220) a/o-h Pmo-h y/io=o. 

L'égalité (266), vérifiée en tout point de la surface 5, exprime donc que la sur- 
face S est une onde transversale. 

Moyennant l'égalité (266), l'égalité (264) devient 

(267) « = o. 
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Vonde considérée est d^ordre supérieur au premier par rapport à la 
pression U, 

pcO, qui esl la densitë du fluide àTinstant ^09 ne peut être nul; les égalités (a63) 
et (a66) donnent donc 

(268) n — o, 

La surface s est immobile dans Vespaccdes a, 6, c; donc, dans son mouve- 
ment, la surface S sépare toujours Vune de l* autre les deux mêmes masses 
fluides, 

D^ailleurs, en vertu de Fégalité (sSo) et des égalités (254), l'égalité (268) 
donne 

(222) Ob — a// -+- (3(' -4- yi^'^o. 

On voit sans peine, par les égalités (261), (203) et (264), que chacune des éga- 
lilés (265), (266), (267) et (268) entraîne les trois autres^ chacun des quatre 
caractères que nous venons d* énumérer entraîne les trois autres. 

On retrouve ainsi tout ce que nous avons démontré, au §2, au sujet des ondes 
transversales. 

Second cas. — Vonde est effectivement du premier ordre par rapport à la 
densité p. 

On n'a pas 
(265) c'a — o. 

Dès lors, on ne peut avoir Tégalité (267), en sorte que l'onde est effective- 
ment du premier ordre par rapport à la pression II. 

On ne peut avoir non plus Fégalité (268), et, comme p(0 est essentiellement 
positif, les égalités (262) donnent 

Interprétons ces relations. 
Muliîplions les trois numérateurs par 

. ôa db ôc 

ôx ^ Ox dx 
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et tenons compte des égalités (244)1 'es relations (269) deviendront 



K^-^^^"^'*-^^^'-^^) 



I A àa db dc\ 

\ f^ , da , db , dc\ 

y \ ôx ^ ox ax J 

En vertu des égalités (258) et (264), ces égalités donnent 

a ôx p âx y ôx 

Celles-ci, en vertu des égalités (211), donnent la première ligne du groupe suivant 

« "" (3 - 7 ' 

a - (3 y * 

Les deux autres lignes s'obtiennent d'une manière analogue. Ce groupe d'éga- 
lités équivaut aux égalités 

(223) h^^ = ^. 

« P y 

Les égalités (269), vérifiées en tout point de la surface 5, expriment donc que 
la sur/ace S est une onde longitudinale. 
Les égalités (261) et (264) donnent 

(270) /i*r= — -• 

Transformons cette égalité. 
On a 

(^(Hf n^) _ ^(n,— n,) ôa ^(ns—nj ob^ (Xn^-n,) ^ 

âx da ôx ôb ôx ôc ôx 

ou bien, en vertu des égalités (218), (289), (24?) et (260), la première des éga- 
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liU'-S 



«!>,=.--, ?Po=^.- yPo--^ 



Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 
On en tire, en vertu des égalités (244)» 



(27.) P,= ^v/L'+M' + N'. 



Une démoDslralion semblable donne 



A 



^ ' ' (0 

le radical ayanl le même signe que dans l'égalité (271). 
Des égalités (271) et (272) on tire 

Les égalités (260), (254), (^7<>) ^^ (^7^) donnent alors l'égalité 

(224) (;)b-aw-;3r-y(»0'=||-- 

Nous avons ainsi retrouvé, par la méthode de Lagrange, tous les résultats qui 
avaient été obtenus, au § 2, par la méthode d'Euler. 



COiNCLUSION DE LA SECONDE PARTIE. 

En terminant la première Partie de ces recherches, nous avons insisté sur le 
caraclère extrêmement limité el particulier des cas où le mouvement des fluides 
donne prise aux méthodes ordinaires de l'JIvdrodynamique. 

On pouvait penser que ces restrictions, qui pèsent sur la plupart des théorèmes 
dits généraux de rilydrodjnamique, viendraient également borner l'étude de la 
propagation des ondes; en fait, Hugoniotet M. Hadamard (*) n'ont abordé celte 
étude qu'en supposant l'existence de la fonction A définie en la première Partie, 
Chapitre III, § 2; en outre, ils ont supposé que les actions étaient newtonirnnes 
et que le fluide n'était pas visqueux. 



(*) Cf. W AppELL, Traité de Mécanique, t. III, p. 337. 
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Ces reslriclions, heurcusemenl, n'iDiliient pas sur le problème de la propaga- 
tion des ondes persistantes; ce problème peut être traité avec une généralité qui 
n'a diantre limite que la généralité même des équations fondamentales de l'Hj- 
drodjnamique; on peut dire que la solution complète que nous avons donner 
de ce problème constitue le seul théorème vraiment général que Von ait 
obtenu en Hydrodynamique. En particulier, nous avons obtenu un théorème 
qui est exact pour tous les fluides possibles, visqueux ou non visqueux, conducteu^^s 
ou non conducteurs; seuls, les fluides qui sont à la fois visqueux, incompres- 
sibles et bons conducteurs de la chaleur en sont exclus; ce théorcme est 
le suivant : 

En tout fluide, on peut observer des ondes, d'ordre quelconque, qui sé- 
parent sans cesse les deux mêmes masses fluides et, par tant y ne se propagent 
pas. 

Parmi les phénomènes qui manifestent nettement de semblables ondes, on peul 
citer, outre les cas anciennement connus des tourbillons et des jets, la propaga- 
tion de la chaleur par convection au sein d'une masse liquide, si bien étudiée, au 
point de vue expérimental, par M. Bénard (*); les curieuses cellules dont ce 
physicien a observé la formation trouvent leur explication immédiate dans le 
théorème précédent. 



( •) H. BÉNARD, Journal de Physique, 3* série, l. IX, 1900, p. :)i*i; l. X, i»)oi, p. 2>4. 
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MÉMOIRE 



SUR LE 



MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE 



DANS UN LIQUIDE INDÉFINI, 



Par m. W. STEKLOFF. 



INTRODUCTION. 

1. Le problème du mouvement d^un corps solide dans un liquide indéfini a 
été posé pour la première fois par Dirichlet en 1802 (*). 

Quelques années après, Clebsch, suivant une voie indiquée par Dirichlet, a 
déduit les équations du mouvement dans le cas particulier d'un ellipsoïde 
(Journal de Crelle, t. 52; i856). 

Ensuite, MM. Thomson et Tait ont établi ces équations dans le cas plus gé- 
néral à Taide du principe d'Hamilton. 

Enfin M. Kirchhoff, en 187 1, a développé les idées de MM. Thomson et Tait 
et a représenté sous la forme usuelle les équations dont il s'agit. 

Mais la méthode de M. KirchholT ne s'applique qu'aux corps limités par de> 
surfaces simplement connexes (comme l'ont remarqué MM. C. Neumann et 
Boitzmann), et la méthode la plus natifrelle pour établir les équations du mou- 
vement est celle de Dirichlet, qui ramène le problème considéré au problème du 
mouvement d'un corps solide libre soumis à des forces extérieures données et à 
des forces de pression du liquide, appliquées normalement à la surface du corps. 

11 s'agit, dans le Chapitre I de ce Mémoire, d'établir les équations du mouve- 
ment, par la méthode tout à l'heure menlionnée, dans ces suppositions géné- 
rales : 



(') L. Dirichlet, Ueber einige Fallcy in welchen sich die Dewegung eines festen Kôr- 
pers in einem incompressibeln Jliissigen Médium theoretisch bestimmen itïssl (Deriiner 
Monatsberichte, j85'2). 
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1° Le corps solide est limité par une surface fermée (S) de V ordre arbitraire 
{fini) de connexion ayant partout un plan tangent déterminé; 

2° A l'intérieur du corps il existe un nombre fini q de cavités, limitées par 
des surfaces fermées, ayant les mêmes propriétés que (S), et remplies de liquides 
incompressibles ; 

3® Le corps solide est soumis à des forces extérieures quelconques ; les fluides 
sont soumis à des forces ayant une fonction de forces; 

4° La vitesse du mouvement du liquide indéfini contenant le corps mobile, 
ainsi que celle des liquides contenus dans les cavités, dérive d^un potentiel, et les 
liquides considérés sont incompressibles et idéaux. 

2. L'intégration de ces équations différentielles représente, comme Ton sait, 
des difficultés presque insurmontables, même dans le cas de Tabsence de toute 
force accélératrice. 

Il faut d'abord étudier ce dernier problème, le plus simple; c'est ce que je fais 
dans le Chapitre II de ce Mémoire, en supposant en même temps que la surface 
du corps soit simplement connexe. 

Je propose une méthode générale, à savoir la méthode d'intégration par des 
approximations successives, qui s'applique toujours, quelque soit le corps solide, 
pourvu que le rapport 

M 

p étant la densité du fluide indéfini, M étant la masse totale du corps et des 
fluides remplissant les cavités, ait une valeur suffisamment petite. 

Cette méthode ramène le problème général h l'intégration bien connue des 
équations du mouvement d'un corps solide libre et à celle de certaines équations 
linéaires à coefficients variables qui se ramène aux quadratures. 

3. Comme les équations du mouvement admettent les solutions périodiques 
pour £ = 0, ils peuvent les admettre aussi, d'après les théorèmes connus de 
M. H. Poincaré, pour des valeurs assez petites de e. 

La solution de cette question intéressante fait l'objet du Chapitre III de ce 
Mémoire, où je démontre l'existence d'une infinité de solutions périodiques ayant 
lieu, quel que soit le corps solide. 

4. Je dois remarquer que ces idées ont été énoncées pour la première fois 
dans mon Ouvrage Sur le mouvement d^un corps solide dans un liquide indé- 
fini, paru en russe en 1898; mais comme le but principal de cet Ouvrage con- 
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sistail dans la discussion des cas parlicuHers, où le problème se ramène aux 
quadratures, je m'y suis borné aux remarques générales. Mainlenanl, je vais dé- 
velopper en détail mes recherches. 



CHAPITRE I. 



MOUVEMENT DU LIQUIDE INDÉFINI ET DES LIQUIDES REMPLISSANT 

LES CAVITÉS. 



1. Soit m -+- I l'ordre de connexion de volume du corps solide, plongé dans un 
liquide indéfini. 11 est possible de rendre ce volume simplement connexe en pra- 
tiquant des coupures; pour cela, il suffit de prendre m coupures convenablement 
choisies. 

Dans les volumes à connexion multiple on peut tracer des courbes fermées 
pouvant se réduire, par une déformation continue, à un point, sans sortir du volume 
et des contours fermés qui ne peuvent se réduire à un point sans sortir du 
volume. 

Nous appellerons ces dernières courbes contours principaux. 

Les courbes de première espèce ne traversent pas les coupures; les contours 
principaux les traversent nécessairement. 

Désignons par F la fonction des vitesses du liquide indéfini. 

F reste uniforme tant qu'on ne traverse pas la coupure, mais la différence des 
valeurs que prend cette fonction en deux points infiniment voisins d'une cou- 
pure, situés de part et d'autre de cette coupure, est finie et s'appelle circulation 
principale correspondant au contour principal qui traverse la coupure considérée. 

Cette circulation est une constante déterminée pour chaque contour principal, 
correspondant à une coupure donnée, et s'appelle constante cyclique. 

Le nombre de ces constantes est égal à m. 

La constante cyclique correspondant au contour principal donné est égale à la 
valeur de l'intégrale 

prise le long de ce contour, U, V, W élant les composantes de la vitesse d'un 
point Xjy^ z du fluide suivant les axes des coordonnées. 
Nous désignerons ces constantes par 

/-, (.ç = 1,2, . . ., m). 
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2. Désignons par n la direction de la normale extérieure à (S) (surface du 
corps"), par 

^ et — ^ 
an On 

les dérivées normales, intérieure et extérieure, de F sur (S). 

Envisageons maintenant trois axes mobiles Ox^ Oy, Oz, liés au corps solide, 
cl désignons par 

£/, i', «ï- 

les composantes de la vitesse du point O suivant les axes Ox, Oy, Os, par 

les composantes d'une rotation instantanée eu. 

Les nombres Av étant donnés, le problème du mouvement du liquide indéfini 
se ramène au problème suivant : 

Tromper à l^ extérieur de (S) une fonction F satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

1° ¥ est une fonction harmonique à V extérieur de (S); 

2" F reste continue le long de tout contour fermé de première espèce, tracé 
dans le liquide, et varie brusquement à la constante kg, lorsque le point 
décrivant s^^"*^ contour principal traverse la coupure correspondante; 

3" La différence F — C, C étant une constante, tend uniformément vers 
zéro, lorsque la distance R du point x^ y, z à l'origine des coordonnées croit 
au delà de toute limite; 

4"* La dérivée normale extérieure de F satisfait à la condition 

— —{u-^qz — ry) cos(/i, x) 

4- (i'-f rx —pz) cos{n,y) 4- {^v-^py — qx) cos(/î, z) sur (S). 

On sait que ce problème ne peut admettre plus d'une solution. 
On peut représenter F sous la forme suivante : 



m 



(!) F==F,-+-2^'^'=*^'-*-*''" 



S. l 



où F est une fonction satisfaisant aux conditions i", 3"* et 4'S continue avec ses 
dérivées de deux premiers ordres à l'extérieur de (S), &j(5 = 1,2, . . . , m) sont 
des fonctions ne dépendant pas de u, c, (v, /?, Vy, /•, harmoniques à Texlérieur 
de (S), variant brusquement à l'unité lorsque le point décrivant ,1e 5'*^"'^ contour 
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principal traverse la coupure correspondante, et restant uniforme le long de loules 
les autres coupures tracées dans le liquide. 

Ces fonctions s'annulent à Tinfini avec ses dérivées du premier ordre et satis- 
font aux conditions 

-T-^ =: o sur la surface du corps. 

On appelle cette fonction 2r, fonction monocyclique correspondant à la con- 
stante cyclique ks- 

La fonction F2 satisfera donc à la condition 

^^=0 sur (S). 
On 

Quant à la fonction F|, elle sera linéaire en m, v^ fr; /?, q, r 

?y> ^y(^= 'î 2, 3) étant des fonctions du point x^y^ z jouissant des propriétés 
suivantes : 

a. Elles sont harmoniques et continues à l'extérieur de (S), ainsi que ses 
dérivées des deux premiers ordres. 

b. Elles tendent uniformément vers zéro lorsque R croît indéfiniment. 

c. Elles satisfont aux conditions 

-^ — cos(w, J?), -^ =ycos{n, z)— zcos(n,y) 

-^ = cos{n,y), -^=J5COS{n,x) — jrcos{n,z)) sur (S) 

-^ = cos(//, z), -J— - xcos(ny y) ^ Y cos(n, œ) 

On sait que les conditions énoncées («, 6, c) caractérisent complètement cha- 
cune des fonctions cpy, v{/y et, par conséquent, la fonction F|. 
Il résulte de ce qui précède que la fonction F 

F = F,+ F, 

satisfait à toutes les conditions 1", 2*^, 3" ct4^ 

La fonction F étant ainsi déterminée, nous aurons 

ÔV OF ()V 

U=-r-9 r=Z — , il — --, 

ox Of Oz 

et le problème du mouvement du liquide indéfini sera résolu. 
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y 



ICIUO 



3. Pour déterminer le potenliel F„ des vitesses du liquide remplissant la n 
cavité, limitée par la surface fermée (S„), dont l'ordre de connexion soit égal 
à/?„, posons 



Pn 



F — F -4-\^ /•^'»^^^'*^ — F -4- F 

T// ri,|-f- T^A, ^g ri/l^^Tj,,, 



s =1 



k'"^ étant des constantes cycliques correspondant à la surface (S,/), 2?^'^ étant des 
fonctions monocycliques correspondant aux constantes A*^"^, F<,, étant une fonc- 
tion de la forme 

Quant aux fonctions Çy'^ elles sont harmoniques à l'intérieur de (S«), con- 
tinues avec ses dérivées des deux premiers ordres, et satisfont aux conditions 

-^ =:/COS(/i, Z) — Z C0S(/l,/) 

(3) < -^^^ = 5 cos(/i,a7) — a:cos(/^, -s) \ sur la surface (S,,)- 

-J^ =xco^{n,y) — 7C0s(n,.r) {*) 

La fonction F^ étant ainsi déterminée, nous aurons 

^F„ d¥n dY„ ,,. 

et le problème du mouvement du liquide dans la n*^'"*^ cavité sera résolu 



FORCE VIVE DES MASSES LIQUIDES ET DU SYSTÈME TOTAL. 

4. Considérons un volume quelconque dont l'ordre de connexion est égal 
à //i -I- I . 

Soient U et V deux fonctions cycliques à l'intérieur du volume; soient 

(1) kg et /;, (5= 1,2, ...,m) 

leurs constantes cycliques. 

Désignons par d-z l'élément de volume considéré, limité par une surface 

(*) /i désigne la dircciion de la normale extérieure à (S^). 

(*) M, r, w désignent les composantes de la vitesse du liquide remplissant la «'•'"' cavité. 
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fermée (S), par ds l'élément superficiel de (S), parrfo',(5 = 1,2, . . ., /;i) l'élé- 
menl des**"** coupure. 

Employant le théorème de Grcen, on trouve 



m 



/2L^^'"=/"^--2*./S-'. 



*=.! 



m 



s = \ 



en choisissant convenablement la direction positive de la normale n aux coupures 
correspondant aux constantes ks et k\ . 

Considérons maintenant le domaine (D'), extérieur à (S). 

Soient U et V deux fonctions cycliques à l'extérieur de (S), correspondantes 
aux constantes (4)* 

On trouve, comme précédemment, 



m 



/2:g£'-'=-/«S''-2*-/^'". 



s=z\ 



m 






d'^ étant le volume du domaine (D'). 

5. Désignons par T^ la force vive, par p la densité du liquide indéfini. 
On trouve 



--/2(ë)-*. 



F étant le potentiel des vitesses. 

On sait que F est une fonction cyclique dont les constantes cycliques sont 
égales à 

ks (51=1, 2, 3, . . .,m) (n" 1 et 2). 

On a donc, en vertu de (5|), 



m 
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d'où, en remarquant que 

et en tenant compte des propriétés de F| et F2, indiquées plus haut, on tire 
aisément 

Posons dans (5<) 

U=Fî, V = F|, A:^ = o (51=1, 2, . . ., m). 
On aura 

m 



m 

dsznO 



*=1 



et, par suite, 



*=i 



Désignons maintenant par T2/1 la force vive du liquide remplissant /i'^°*® ca- 
vité. 

Nous trouverons^ comme précédemment, en tenant compte de (S), 



S= 1 



où p« désigne la densité du liquide considéré, ^5^'^ l'élément superficiel de la 
surface (S/,) (n° 3), rfo'y^ l'élément de la coupure correspondant à la con- 



sUnte k^p\ 



6. Posons, paur abréger l'écriture. 



^/2sg*=(''.v>=(v.u). 

On peut écrire 

2T1— 2T3 4-2T*, 
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OU, en vertu de (i) et (a), 



-+-îï(9î» ?»)*'«' +2(9i,9j)at^-h2(9i, 9î)wt' 
2(9i>4'i)"/'-+-2(9„vj;,)w7 -h2(9„vj;,)at' 



m 



a T» =2k„ *> + 22^'" ^'' ^>' 



* = t s,p 



7. Soit q le nombre de cavités du corps solide. 

Désignons par Tj» la force vive du liquide remplissant /i**"'' cavité. On peut 
écrire 

2T,„=: 2T3;,-f- 2T4„. 

Nous obtiendrons l'expression de Ta^ et T4,, en remplaçant, dans T3 et T4, 
roj par a:, y, z, ^j par (J>y'\ K et Ar par K^"^ et k^"^ et en supposant que les indices s 
et p prennent les valeurs i , 2, . . . , /?/j (/i = i , 2, . . . , q). 

Désignons par x^^\ y^"\ z^"^ les coordonnées du centre de gravité, par M,, la 
masse totale du liquide remplissant n'^"* cavité, par rfx^"^ l'élément de volume de 
cette cavité. 

On trouve aisément, en tenant compte de (3), 

(07,5) ={y,y) ={zyz) =iM«, 
(^>y) =(^, -) =(yyz) =0, 

{z,^\-^)=-(x,^^-')^p,JydT^-) = M^y[-\ 
(x,^^-^) = -{y,^'f) = p„J*zdT(-^ = Mnzlr'. 
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On a donc 
2T,„ = M„(//*+ i^'4- «•«) -h 2M„[(('r — wg)œ[;'^ + {wp — ur)y'^''^-h {ug — vp)z';"] 



en résulte que l*on peut considérer T3„(/i = i, 2, ..., ^) comme force 
vive d^un corps solide dont la masse totale est égale à la masse totale 
du liquide de n^^"^^ cavité, le centre de gravité coïncide avec celui du liquide, 
les moments d'inertie par rapport aux axes Ox, Oy^ Oz sont égaux à 

ivcwn* (K^Ko. (+r.+r) (/i=c,2, ...,^) 

et les produits d'inertie sont égaux à 

i^r.^r)f w\Ko» (^'i^+r) (/i=i,2, ...,ç). 

8. Désignons maintenant par T' la force vive du corps solide plongé dans le 
liquide indéfini, par ï la force vive du système total (de toutes les masses 
liquides et du corps solide, pris ensemble). 

On trouve 

aT =z aT'-+- a^Tjn-t- 2T, 4- S, 

11 = 1 
où l'on a posé 

S = 2T4 4-22T4«, 



n = l 



S étant une forme quadratique de 

k, (5 = 1,2, ..., m), A:i«' ( '^ ) 

à coefficients constants ne dépendant pas de a, r, mp, /?, q, r. 

Désignons par M la masse totale du corps solide et des liquides remplissant 
les cavités, par Xc, ya ^c les coordonnées du centre de gravité de ce système 
composé que nous désignierons par (G). Soient enfin A', BVC' et D', E', F' les 
moments et les produits d'inertie du corps solide. 

Il est aisé de voir que l'on peut considérer 

n 



3/1 

n = l 



comme force vive d^un corps solide dont la masse est égale à M, le centre de 
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gravité coïncide avec celui du système (C), les moments d'inertie sont 
égaux à 

ni n 

n=rl M= 1 n = l 

^/ fe5 produits d'inertie sont égaux à 

n <i 1 

D = D'+2(KSf.'"). E = E' +2 W'' +'."')' F = F'+2('^''"''^'"')- 

Désignons par 7^ la force vive de ce corps solide. On peut écrire 

2T = 2 7'H-2T3H-S. 



PRESSION DANS LE LIQUIDE INDÉFINI ET DANS LES LIQUIDES 

REMPLISSANT DES CAVITÉS. 

9. Désignons par /? la pression en un point quelconque du liquide indéfini, 
par pn la pression dans le liquide remplissant /i*^"° cavité (n = i, a, . . ., q). 
Envisageons un système d'axes fixes Ç, t^, 2^ et désignons par 

le potentiel des vitesses du liquide indéfini. 

Nous obtiendrons F en reitiplaçant dans $ les variables ^^ t), 2^ par leurs 
expressions en x^ y^ z. 

Désignons les cosinus directeurs des axes mobiles par rapport aux axes 

fixes par 

«/, Pô yi (1 = 1,2,3), 

par a, p, y les coordonnées du point O (du pôle). 

On a 

3c z= ($ — «)«, 4- (m - P)(3, + (Ç - s)y„ 

et 

^__^ d^dl d^&n ^^ 
ôt" dt^ dl dt '^ ô-n ôt'^ dK dt' 

où 

^ H dK 
dt' dt' dt 



(^) t désigne le temps. 
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sont les composâmes de la vitesse d'entraînement W du point 5, r,, Ç suivant les 
axes fixes. 
D'autre part 

â^ _dF ôjc â¥ âr d¥ dz d¥ dY dY 

'dî-dx'dl^d}-àl-^d^-¥.^di'''-^Ty'''-^ !£'''' '" pour Yî etc. 



On a donc 



d^d^ à^Ori â<^dt:_dF âF dF 

dl dt^ (h\ dt'^ ÔK Ot - dx *■*■ 5^ ^"^ 5J ^^' 



ou 



Wy =: r -h rx — /? 5, 

c'est-à-dire 

d<i> dF VdF ^ . dF 



(6) 



d/ 



dF VdF . ^ àF . ^ àF , ,1 



Supposons que le liquide soit soumis à des forces ayant une fonction des forces 
que nous désignerons par U. 

La formule de Lagrange nous donne 



P 

9 



="-c-^-i[(f)V(^y.(^)'} 



C étant une fonction ne dépendant que de t^ d*où, en tenant compte de (6) et de 
l'égalité évidente 






7 

on tire immédiatement 

Nous Irouvcrons de la même manière 



Pn_rr ^f, àV„ t'^fàF„\ 



àF„ , , dV„ , . d¥„ , , 
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U„ étant la fonction des forces agissant sur les points du liquide de n*®"* cavité, 
Cfi étant une fonction ne dépendant que du temps. 

10. Désignons maintenant par 

Px, Pyf Pz 

les projections sur les axes Ox^ Oy^ O 2 de la résultante générale des forces des 
pressions exercées par le liquide indéfini sur la surface (S) du corps, par 

Pnxy Pnyj Pnz (n — l , 2, . , , y ç) 

les projections correspondantes des forces des pressions exercées sur la 
paroi de /i''"™* cavité parles masses fluides remplissant cette cavité. 
Désignons ensuite par 

les projections du moment résultant par rapport à O des pressions du liquide 
indéfini sur (S), par 

Çnxf Çnyy Çnz {n= i ^ 2y . . . , g) 

les projections correspondantes pour le liquide remplissant n'^"* cavité. 

Formons d'abord les expressions px^ Py^ Pz* 

Désignons par a, p, y les angles de la normale extérieure /i à (S) avec les axes 
des coordonnées. 

On trouve, en tenant compte de (7), 

— /?^z=p / (U H- C)cos«ûf5— p / -TjCO^oids 

- 2/2 (^y *'"'*'^ -^ p/2 5^<" + ^^ - '■•^) *=**'«''*• 

les intégrales étant étendues sur la surface (S) du corps. 

Soit rfx l'élément superficiel de la sphère (a*) du rayon R ayant son centre 
à l'origine des coordonnées. 

Désignons, en général, par 

lim //(^, 7, s)dfT 
la limite vers laquelle tend l'intégrale 

lorsque R tend vers l'infini. 
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Il est aisé de voir que 

où a désigne l'angle de la normale intérieure à (t) avec l'axe des x. 
Considérons maintenant l'expression suivante : 

limï=lim / V -r-(M h-^5 — ry)cosarf<r. 

R = « R=w^ M^ OX 

Supposons que R soit sufBsamment grand et employons le développement 
connu 

Fi = consl. H- «i -^ îTi H- • • • > 

S|, S)) ••• étant les fonctions sphériques. 

On sait que le produit R*S;^ est un polynôme homogène de degré k en x^y^ z. 
On peut donc écrire 

(8) F, r= consl. H j^^ h £ = const. -f- 9 -f- 6, 

er, 6, c étant des constantes. 

Si R est infiniment grand, cp sera infiniment petit du second ordre, e sera infi- 
niment petit d'ordre plus élevé. 

Il s'ensuit que 

Iim / > -r— «cos«ao' = o, 
R=«J ^>ddx 

lira / V -7-(^5 — r/)cosarfo'=:o. 

On a donc 

lim I = lim / 2 ^ (^^ ~" ' y^ ^^^^ ^^ 

= lim I "^aiqz — ry)cos(xd(7=z UmUrb — qc) f wi^^ -^ f ul^^l* 

p désignant une fonction linéaire homogène cnyz^ zXj xy. 
Il est aisé de s'assurer que 
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quel que soit R* Par conséquent, 

!iml =:\T:{rb — qc); 
d'où, en posant 

B = |7rp^, C=:^Trpc, 
on tire 

plimï = rB — qC, 

R=« 

On peut donc écrire 

^ p^z=p / (U 4- C)cos(xds — p I —cosotdS— / 2( JT" ) ^^^^^^ 

p / ^.^{u-^gz — ry)cos(xdS -¥-gC — rB, 

en entendant par rfS l'élément superficiel de la surface (S) du corps et de la 
sphère (a*) du rajon R infiniment grand, prises ensemble. 
Posons, pour abréger l'écriture, 

et désignons par rfx' l'élément de volume de l'espace, limité par la surface (S) et 
par la sphère (a*). 

On trouve, en employant la transformation de Green, 

où l'on a posé 

U, V, W étant les composantes de la vitesse relative des points du liquide indé- 
fini par rapport au corps solide. 
D'autre part, 

On a, en effet, 

/ôF 
-p(Ucos«-4- Vcos(3 -i-Wcosy)rfc7 = o 

Fac, de T., a* S., IV. 2^ 
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et 

/dF 
^(Ucosa -+- Vcosp + Wcosy)û^5 = o, 

puisque 

Ucosa 4- Vcos(3 H- Wcosy = o sur (S). 

On a donc 

D'autre part, d'après le théorème de Green (voir n° 4), 



m 



R', =r — p / —ciT'=p I F cosocdS — p^^' / cosae/a,, 



m 



(10) / K^=^p r^dx'=p rFcos(3c/S — p^A-, fcos^da 



S9 
S=ï 

m 



Ri =— -p / -r; dr'^=zp I Fcosyé/S — pT]^' / ^^^^ ^^*» 



ou, en tenant compte de (8) et (g), 



Rj = R, + plim / Fcos«û^(7 = RiH- A (A = f7rpa), 
(II) /R; = R,+ plim rFcosPc^(7 = R,-+-B (B=j7rp6), 

\ R=<Ot/ 

r; = R, 4- p lim rFcosyé/(7=R3-+-C (C=f7rpc), 

R=«o»/ 



OÙ l'on a posé 



m 



R, = p / Fcosac^5 — p^^ A:, / cosa^/a,, 



m 



(i2) / R, = p / Fcos(3cf5 — pV A:, / cos^cfa 



S=zi 

m 



Rjzrp / Fcosy ûfe — p'V A:, / cosy c/or,. 



Par conséquent. 
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Supposons maintenant que la fonction U soit uniforme et continue dans Tes- 
pace tout entier. 
On trouve 

f{\}-hC)cos(xds= f^dz, 

dz étant l'élément de volume limité par la surface (S). 
Il résulte de ce qui précède que 



p^^- p J —dz -]- gRz-- rlXj-h 



dR, 



(i3) 



de 
Nous trouverons ensuite, de la même manière. 

Quant k pnx^ Pnx) Pnz) ils se représenteront sous la forme suivante 

//)II éfR^"^ 

(,4) p,^= p^J^dT^-^ + rWr-^pRin)^ ^ \ (n = ,, 2, . . ., 7), 



fy,,, = p„J^.?T^")4-/>R<''^-7Rr + 



de 



ou 



Pn 

Rt^^^p^ fFnCosadsC'^-pn^k^/'^ Tcosafifai"', 



Pn 



R;«) = P„ rF„cos(3é/5(")_p^2^i''' rcosp^Tar, 



Pn 



Ri->=: p„y*F„ cosy £/5^-)- p„2^*"'/c^sy éf(ji«). 

Dans ces formules, nous entendons par a, P, y les angles de la normale inté- 
rieure à (Sfl) avec les axes des coordonnées. 

11. Formons maintenant les expressions de 

Çxf Çyf Çzf Çnxf Çny9 Çnz ('l = I> 2, . . . , ^). 
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Posons, pour abréger l'écriture, 

On a 

— qx=f piycosy — zcos^)ds, 

d'où, en raisonnant comme précédemment (n° 10), on lire 

(l6) — ^a. = p / (U + C)(yC0Sy — 5C0SP)£/5 — p / -^(^COSy — 5C0S(3)û^5 

pi ptiycosy — zcos^)dS, 



car 



lim / ;?,(/cosy — 5cosp)e/a = o. 

R = «o J 



Le théorème de Grecn donne 



Çix=pfMycosy-zcos^)ciS = -pf(^^y-^z^dr', 



où, en vertu de (i5). 



03 •' oy ox oy as ay as 



, d¥ d¥ 

'^=dy'-Ts^- 

Il est aisé de s'assurer {voir numéro précédent) que 

'" / ^(Ucosa -h Vcosp 4- Wcosy)<iS 

~ Um / ( y-^ r^j^HUcosa-h Vcosp-h Wcosy)c^(7 — wB — rC. 



MÉMOIRE SUR LE MOUVEMENT d'uN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDÉFINI. 189 
On a donc 

Or, d'après le théorème de Green, 



m 



=:p I F{z cosa — a^cosy) ds-— p^^ks 1 {z cosa — a:cosy) dcFs, 
(.7) ( 



=:p / F(arcos(3 — X cosa) ds — p^^ks f (a:cosP — y cos(x) dcr,, 

5 = 1 

puisque 

lim / F(5 cosa — ;rcosy) e/(7 = o, 

lim / F(;rcosj3 — /cosa)cf(7 = o. 
On a donc, en vertu de (lo), (i i), (12) et (17), 

D'autre part (voir numéro précédent), 

J (^ -^ C) {y cosy -- z cosp^) ds — -- J (z-^ -- y -jjj dz, 

et l'équation (16) devient 
où Ton a posé 



m 



(17,) Si = p / F(7C0sy — ^cos(3)e/5 — p V A:, / (/cosy — 5C0sP)c^<7j 



*=i 
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La même méthode nous donnera ensuite 

(18) j 

Quant à qnx9 Çnxi Çnzj îl est aisé de s^assurer quMls se représentent sous la forme 
suivante : 

(19) q„^= vR," - ivKf-hgS',^'-- rS',"^ 

— pu / i-j- —y-JJ-J ^^ » ®' »i°si de suite pour g^y, q„.. 



' dt 
où 



S';"=:p„ rF„(ycosy-5COs(3)é/5Î«) 

-— P/»2 ^^"^ / (•^' ^^^'Z "~ ^ ^^s(3) ^(7^'*^ et ainsi de suite pour S, et S,. 
5 = 1 

12. Transformons maintenant les expressions 

Ry et Sy (y' — 1,2,3). 

On trouve, en remplaçant F par son expression qui résulte immédiatement de 
(i) et (2) et en tenant compte des propriétés des fonctions 

9jf +y (y = 1,2, 3), 

énoncées plus haut (n° 2), 

— l\j= m(9i, cpy) -i- r(9„ cpy) + «'(93, ?y) +/?(vpi, cpy) + g{^t9 9j) "*- ^(+8» ?y) -^ Gy, 

— Sy = M(?l, ^y) 4- r(9,,t>y) + ir(93,^J;y) -^;?(^J;,,^J;y) + ^(l|^,,^J;y) H- r(4^,,q.y) -hHy, 

OÙ Ton a posé 






m fn 

s=l /=1 

m m 

Hy= 2 *. [/(y cosy - 5 cos(3) dcr,-J% ^ ''^j = 2 ^■'/((•>' co^y - s cos(3) - ^) rfa.. 

S=l S=l 

La simple comparaison des expressions 

Ry, Sy (y- = i,2,3) 
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avec celle de la force vive T2 du liquide indéfini nous conduit aux relations sui- 
vantes : 

(20) { — R,= -j-^ +G,= -j-j — S,= -j-î + H,= -T-, 

' df dt' oq oq 

""'-d^i^^^'- di^' ~^»- dF"^"*- dF' 



où 



T''= T,+ G, « 4- Gti» H- G,iv 4- H,/> + H,9 H- H,r. 



Quant à Ry, Sy"(/i = 1,2, .. ., 51), nous trouverons aisément 



(2.) 



|>(») — fil», RC) — "*» _ n(n) '''^ 

"' - d« ' "• ~ d»» ' "» - dr»- ' 






/JT* /îT" /}T* 



OU 



T;= T,„+ H^j> -h Hi'»>^ + H,-r, 



Wf = 2 ^i'*^ r(/ cos y - 5 cos p - ^1^ \ é/(ji'»>. 



j = i 



13. Désignons par 

les projections de la résultante générale et du moment résultant par rapport à O 
des pressions du liquide indéfini et des masses fluides remplissant des cavités. 
On a évidemment 

/i = l n = J nz=l 

7 7 7 

%=9x-h^gnx, ^y = Çy-^^Çnyf ^z^Çz-^^Çnz- 

n = l n = l /i = l 

En remplaçant p^^ . . ., Çxj • • -î /^/la-» • • •> 5^/ia?î • •• P^^r leurs expressions (i3), 
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(i4), (18), (19) et en tenant compte de (20) et (ai), on trouve finalement 
(^^) *-=--^A^)'^'*^'"^^~^J^^'^2p«J dF*^^' et ainsi de suue, 



div dq dr 









Dans les formules précédentes, 



s^'f+^t;*' 



/i=i 



ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT d'uN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE 

INDÉFINI. 

14. On peut considérer un corps solide, plongé dans un liquide indéfini, 

comme un corps solide libre, soumis à des forces extérieures données et à des 

forces des pressions exercées par le liquide indéfini et par les masses fluides 

remplissant des cavités sur les parois du corps. 

Désignons par 

X. Y, Z 

les projections de la résultante générale des forces extérieures agissant sur les 
divers points du corps; par 

les projections de leur moment résultant. 

Les équations du mouvement se représenteront sous la forme suivante 



d (dT\ dT dT ^ ^ 
dt\duj dv ^ ow 



et ainsi de suite pour les axes des j^ et des z^ 



d (dT\ dT dT dT dT .^ ^ 



et ainsi de suite pour les axes des y et des z. 
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En remplaçant ^£x9 ^ar» . • • pî^i' leurs expressions (22) et (aS) et en posant 
on trouve finalement les équations cherchées sous la forme suivante 

d /dT\ dT âT rdV . -^ r<>U„.,„, „ 



d}\dtv) ^ du 



»I = I 

1 



^.x..l=,x:-.^-p/S<'r + 2-/^*-'-^^ 



/l=l 



dt\ôp) ôv d\v dq " dr 

(24) ( ri d\} 






dt\dq) ~~ â^v du ^ dr dp 



B = I 



d /«JT\ dT dT <rr dT 
dl[d?)="dn-''d^-^''à^-Pd^ 



/(^S-fl^'-i-iï/^-'t)*--- 



1 -^vv^ 

En posant 

u z=. i^ =z{v =/? zzzq =z r = 0f 

nous obtiendrons les conditions générales de Téquilihre d'un corps solide dans 
un liquide indéfini 

n = 1 



f'ac. de r., a« S., IV. 25 
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CHAPITRE IL 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DANS LE CAS 
DE L'ABSENCE DE TOUTE FORCE ACCÉLÉRATRICE. 



1. Supposons maintenant que les forces extérieures agissant sur les points du 
corps solide et les forces agissant sur les niasses fluides satisfassent aux condi- 
tions (a5). 

Supposons encore, pour plus de simplicité, que la surface (S) du corps, ainsi 
que les surfaces (S,,) qui limitent des cavités, soient simplement connexes. 

Ces conditions étant remplies, on tire de (2/() les équations connues de 
M. Kirchhoff 

dt\du) ~~' ôv ^ ôiv' 



} d /dT\ âT ÔT 



dt\div)~~'^ du ^ ôv' 



l dt\dp) ()r 

! d f(rï\ ô'ï 



dT dT ÔT 



. " I - I àT dl d'ï 



d (drï\ ÔT 



^) 



dt \drj "" ' du *' Jf ^ dp ^ dq ' 
où(n"'5, 6, 7et 13) 
(3) T=r + T,4-2T,„. 



7 



n = l 



Ces équations admettent trois intégrales connues 

2T = L, 

(S)'-(^)'-(S)'="- 



(4) 



du dp dv dq div dr "~ 



L, M, N étant des constantes arbitraires. 
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2. Le théorème du n° 8 montre que le problème du mouvement d'un corps 
solide donné ayant des cavités remplies par les masses fluides se ramène, dans 
le cas considéré, au problème du mouvement d'un autre corps solide dont la 

force vive est égale à 

n 

n = l 

Prenons le centre de gravité de ce dernier corps pour Torigine des coordonnées, 
et dirigeons les axes des coordonnées suivant les axes de l'ellipsoïde central 
d'inertie. 

Désignons ensuite par a^ 6|, C| les moments d'inertie par rapport aux axes de 
coordonnées, et posons 

^-M' ^-M' "-M' 

M étant la masse totale du corps dont il s'agit. 
Posons encore 

. b — c _, c — a ^ a — b 

A =: i D = r — > L = • 

abc 

Les équations (i) et (2) deviennent alors 

du . 

(5) i^ — =pw--^ru-^tpy. 



dw , 



j 



(6) -^ — A. rq + eq^, -^ = Bpr + Eqy, — = Cpq + eq'^, 

où l'on a posé, en remplaçant, pour simplifier l'écriture, Tj par T, 

„ , dH àT d /dT\ 

(7) i^py=Pà^-'àn-di[T,r 

„ , âT dr d /àT\ 



dv ôiv d(] Or dl\dp 
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et 

) 

) , , àT âT ÔT àT d /'dT\ 

(8) {^'!y="ô;;.-"'ô7,+/'à?-'àp-di[ô:^)' 

dT OT dT ÔT d /dT\ 

'1' = 'à7,-" lï^^Up -Pd^ - dt\j?y 

3. Résolvons les équations (5) et (6) par rapport aux dérivées 

du d\' div dp dq dr 
ciV dl' 'dî' llV di' Tt' 

Nous obtiendrons 

du 

1 > 

oi\ fs{s = I, -2, . . . , 6) sont des polynômes du second degré en w, ç^ ^^iP^ Çt '* i* 
coefficients constants et les fonctions du paramètre e holomorphes en e, pourvu 
que {s{ ne surpasse pas un certain nombre |jl assez petit. 

On peut donc, pour intégrer ces équations, appliquer la méthode des approxi- 
mations successives en représentant 11, i^, (v, ^, ^r, r sous la forme des séries, 
ordonnées suivant les puissances de eet se réduisant à a, p, y; a', ^', y' pour / = /„, 
a, |i, . . . étant les constantes données. 

On trouve, pour £ = o, 



du^ 
dl 



— '0 *'o Vo^'oi 



(10) \ -^ =:y?oiro— /'o^o» 

dn'Q 

-Jf =^0 "ù - Po <'o» 

I 

(11) dt^ ^^"^'^ dT'^^''''' ~dt^ '^''^'' 

c'est-à-dire les équations du mouvement d'un corps solide libre dans le vide. 
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On sail que les fonctions Uq, Vq^ •••) '*o sont continues pour 

l étant un nombre quelconque positif. 

Les solutions des équations (9) correspondant aux valeurs initiales 

// =z oLy (' = (3, tv zzi y ; /? = a', q z= (3', r — y' pour l =: /y 

sont des fonctions holoinorphes en e, pourvu que |e| soit la plus petite des 

quantités 

__K 

K, M, a étant des nombres finis positifs, choisis convenablement ('). 

Pour obtenir ces solutions des équations (9), ou, ce qui revient au même, des 
équations (5) et (6), il suffît de déterminer les fonctions Wa, <^a, t^'A» />A; 7a, 
/•yt (A* = o, 1 , 2, . . .) dans les séries 

•0 «0 00 

A = A=0 A=0 

(12) 

A=0 A=î A=0 

SOUS les conditions 

Uo—oc, ro=P, "'0=7; />o=a', 7o=P', ''0=7' 
«A = t'A = ^ï'A = />A=^7A = a = o (A:=i,2, 3, . ..) 



pour ^ = /o- 



4. Nous nous plaçons cependant sur un autre point de vue un peu plus général. 
Désignons d'abord par Ta ce que revient T, quand on y remplace w, i^, tv, 
/?, y, /• respectivement par wa, ^^Ai »'k, Pk, qh '>• 
On trouve 

^^VgA-î^-, ^iI:=y£A^, ^^VêA^-, 

A = A = A = 



•0 



dT v^ ,:àT, dT ^ ,.ÔT, ÔT ^ ,.()T, 



^^VgA^JL^, ^^VgAÎii^, ^^VgAf^ 
d>/? ^ 'c//>it c^7 ^ (if/it âr Jm^ dr 

A = A = A = 



k 



(*) Fotr, par exemple, E. LindelSf, Démonstration de quelques théorèmes sur les 
équations différentielles {Journal de Mathématiques, rgoi). 
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Substituons maintenant les valeurs (12) de w, r, w, /?, q^ r dans (5) et (6). 

Nous obtiendrons les équations (10) et (11) pour Uq, Vq, i'i'ot P01 Ço, '^0 ^^ '^* 
équations suivantes pour déterminer de proche en proche tous les f/^, i^-^, ^v^, 
Pki 9a, a à partir de A* = i , 

-^ = f'o i^k — 7o«U -^ X'i^\ 
( 1 3 ) l -^ =Pq Wk — To iik 4- \^^\ 

-^ = 7o ''* — Po t'A -+- -V3 % 



-£^=zk{q^ Vk 4- /'o 9x ) 4- Y/\ 






où Ton a posé, pour abréger l'écriture, 



y^T = ^{''sVk-s— qs^'^'k-s) 



s = \ 

k-\ 



■^ M) ^ V ' t^^'A-i-, ^'div,.,.J dt \du,^J 

et ainsi de suite pour X^/', X^*^, 



« = 



A-l 



Y'«' = a29.'-*-. 



5=1 

A-l 



^ MVL. ^I*Zlzf_.. ^Jtzlzi^r ^îiblllf-^ dT^-,-, rf /<>''*- M ^ 

et ainsi de suite pour Y/" , Y^*''. 

ïl est aisé de voir que X^^^(y = 1,2, 3) ne dépendent que de 

«*» ^'sf «^* (5 = 0, 1,2, . .., A — i), 
/>*> 7*» '** (5 = 0, 1,2, . . ., A), 



Yy (y = 1 , 2, 3) ne dépendent que de 



£/,, r„ iv^ 



{k=:o, I, 2, . . ., A— 1). 



MÉMOIRE SUR LE MOUVEMENT d'uN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDÉFINI. I99 

Après avoir Iroiivé les fonctions Wo? ^'0? ^o» />0) 9o> ''o» nous déterminerons 
^i,9i,r, par l'intégration des écjiiations linéaires (i4) (en y posant A* = 1), puis 
nous trouverons W|, i'j, w^ en intégrant les équations (i3), si l'on y fait A= i. 

En généra], après avoir trouvé 

"*, t'i, «'* (^ = 0, f,2, . . ., A^ — i), 

Ps^ gsy ''s (5 = 0, 1,2, ..., A), 

nous obtiendrons Uk^ Vk^ <va à l'aide des équations (i3) et, après cela, /?a+i, ^a+i, 
ta+i par l'intégration des équations (i4) (en y remplaçant k par k -\- i), et ainsi 
de suite. 

Chaque intégration introduira trois constantes arbitraires qui doivent être 
choisies sous la seule condition que les séries (12) soient convergentes. 

Le choix de ces constantes comporte encore un large degré d'arbitraire, de 
sorte que nous pouvons construire une infinité de séries (12), absolument conver- 
gentes, représentant les solutions des équations (5) et (6) [ou (1) et (2)](*). 

5. Cette méthode, dont nous venons d* exposer les principes, a été indiquée, il 
y a 8 ans (en iSgS), dans ma Thèse Sur le mouvement d'un corps solide 
dans un liquide indéfini, où j'ai appelé pour la première fois l'attention sur les 
équations (i3) et (i4) (*)• 

6 ans après, M. G. Kobb a appliqué la même méthode pour établir l'existence 
des solutions périodiques du problème de la rotation d'un corps autour d'un point 
fixe dans son Mémoire, paru en 1899 dans les Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse ('). 

Les équations (12) et (i3) du Mémoire de M. G. Kobb (p. 10) sont identiques 
avec celles (i4) et (i5) (p. 55) de ma Thèse, cit^e plus haut [ou avec celles (i3) 
et (i4) de ce Mémoire]; seulement, dans le cas de M. G. Kobb, yx, yx? Yx dépen- 
dent de cosinus directeurs des axes mobiles avec la verticale, tandis que, dans 
nos équations, i/^t, Vk^ ^^k sont liés avec les composantes de la vitesse du centre de 
gravité du corps plongé dans le liquide. 

Pour intégrer les équations (i3) et (i4)> je pourrais employer la méthode de 



(*) Voir M. A. LiAPOUNOKP, Problème général de stabilité du mouvement. Edition de 
la Société mathématique de Kliarkow, 1892, p. 8. 

(î) W. Stekloff, Sur le mouvement d'un corps solide dans un liquide indéfini 
{Annales de l'Université de Kharkow, 1893, p. 5i et suiv.). 

(*) G. Kobb, Sur les solutions périodiques du problème de la rotation d'un corps 
autour d'un point fixe (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, a* série, 
t. I, n° 1, 1899, p. 5 et suiv,). 
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i 



/iK 



Mil 






(0 ^)(/ fi) 



nthiMl «nu r(|M«ilhMia ( iti), i>ttitQ udiiHMhuil un MYfth^iuo îles solulions indépen- 
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danles 



w' = — 



cnu , (1nci)snf/ , snwdn^/ 

> r = , iV' = — : j 

cnw cnoi) icmo 



_ e,(o)H(//-a)) . _ e,(o)H(^/ + a)) ^,^,^ 

"" H, (0)0(^0 ' Hi(a))0(«/) ' 

^^ • H,(co)0(./) ^ ' ' - H,(a))0(./) ^ ' 

_ H,(o)0(//--O3) ^^ „ _ n^(o)0(^.4-(o) ,x, 

~" dl,(a))0(w) ' £U,(o))0(w) 

ta 0'(a)) 

\ /l 0(w) 

X étant une constante réelle, H, H,, 0, 0, étant les fonctions de Jacobi (*). 

Les intégrales générales des équations (10) se représenteront sous la forme 
suivante 

/ Mo = B,^/'H-B,//'-hBj^/*', 

(17) ^^0 =B^i>' -hBti' -^B,v\ 

w', ç'^ . . . , iv"^ étant les fonctions définies par les formules (16). 

7. Le problème se ramène à l'intégration des équations (i3) et (i4). 
Les équations (i3) dépourvues de seconds membres coïncident avec (10); il ne 
reste qu'à étudier les équations linéaires 

dP 

^ =A(<7oR-+-roQ), 

('8) (^Q:=:B(r,P+/;,R), 

^=C(poQ-^qoP) (^), 

c'est-à-dire les équations (i4) sans seconds membres. 

Il est aisé de s'assurer que ces équations admettent les solutions particulières 



(*) Voir H. Uermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 24 et 
suiv. Paris; j885. 

(») Voiries équations (18) de mon Ouvrage : Sur le mouvement, etc., p. 67. Kharkov^r; 
1893. 

(3) Voir les équations (16) du même Ouvrage, p. 56. 

Fac, de T., 2* S., IV. 26 
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/ 



// 
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Cs étant une constante arbitraire, et 

dt 



^' = ^-m 



const. 



Les intégrales générales des équations (18) se représenteront sous la forme 

suivante 

dl 



' 



p=c,p,4-c,p,-hc,p, r 

(") I Q = C,Q. + C,Q,4-C,Q, r^, 

R = C.R, + C.R. + C, (r./^ + y) ' 

Cy(y = 1, 2,3) étant des constantes arbitraires, ou 

/ P = C,P, + C,P, + C,P„ 
{",) ! Q = C.Q, + C,Q,+ C,Q„ 

( R=C,R,-+-C,R,+ C,R„ 

en posant, pour abréger, 

(P,=.P,K, Q,= Q,K, R,=R,K+;|^, 

1 '0 

(23) 

J ' 

8. Posons maintenant dans (i4) A= i. 
Nous aurons 

(2/1) { b '^^={c^a){r\p,-\-p^f\)-^-b\^\ 

dr 

c -^ = {a — 0) (poçi-r ÇoPi) -^ cV^'\ 

Yy (y = 1 , 2, 3) étant les fonctions connues de t, 

La méthode de variation des constantes arbitraires nous permet de représenter 
les intégrales générales de ces équations sous la forme suivante 



(25) { 7i =C 
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OÙ Cy'(y = i ,2,3) sonl les fonctions de t dont les dérivées satisfont aux équations 



(26) 



t/C," 
dt 



P. 



Q. 



"ITT*' 






cit 



Q, 



^ Q, 



RiH- 






dt 
dt 






R,= 



•a • 



Il est aisé de voir que le déterminant 



(27) 



A = 



i*. P. l'a 

Q. Q, Qa 

R, R. R. 



= AyÎ-B/>î = 



/' — hc 
ab 



= C, 



C étant une constante différente de zéro. 
Les équations (2G) donnent 

7 0*1 — ro * î 



(28) c; = Ks,H- 

où l'on a posé 



/• A 



-»--Hm„ c;=-R„ c; =-s„ 



R. 



O.YV -P.Yi' 



/•«A 



S. = ^[V."(7oR.-'-.Qi)-+-Y," (/•.I>,-/;oR,) + Y,' (/>oQ,-7,I»,)] 
Posons encore 



(29) 



H," = (a-t)/>ortY,"-(6-c)/-ocY3'', 
( \V' = {h- c)yo^Y,"-(c -a)/;„aY,". 



\ -"-3 



On trouve, en tenant compte de (27) et de (19), 



(3o) 






i^- -hc 



S,- 



c{l-—hc) 



{apl\ir-\-hrjlMl^-^crlV\,' ), 



Les équations (a8) donnent 



(:■> =:c,> -h fhSidt-h CtRidt-^ Ç 



7oY/^-/>oYV^ 



/•oA 



dt. 



^j (j ^^1,2,3) étant des nouvelles constantes arbitraires. 



MÉMOIRE SUR LE MOUVEMENT d'uN CORPS SOUDE DANS UN LIQUIDE INDÉFINI. 2o5 

On trouve donc, en vertu de (a5), 

(3,) I '7i = c',"Q, + M,yo+NiOi. 

/•, = c'.'>R,4-M,r„+N,R,+ ^'-l fs.dt, 

'0 'oj 

OÙ Ton a posé, pour abréger, 

- K Ts, dt 4- Tks, ^/ ^ r "liïï^-i:!^^ dt. 

Posons ensuite 

r; = Tr, dt, s; = Tsj dt. 

Il viendra 

lM, = ci"-R'„ 

9. Les expressions de/?<, yi, /'i étant trouvées, passons aux équations (i3) en 

y faisant A' =: i . 

On trouve 

dui 



dt 



^''o*''! — 7o"^i-^X;»', 



(33) { ^ =r/;oiv,-ro«,4-Xi»>, 

-^ = 7o «I — ^0 t'i -4- X'3* ', 

\j*^(j =: I, 2, 3) étant les fonctions connues de t. 
On peut écrire 

(34) i^, =BVN''4-B^,*U^''-hB^3»'i^'", 

Bj\j ;:= 1 , 2, 3) étant les fonctions de t dont les dérivées satisfont aux équations 
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linéaires 



rf^ dt dt 



dt "^ ^ dt ' ^ dt ' - ^^ ' 
rfR'i" , </B;" ^ rfB'," _ ^,,, 



d'où Ton tire aisément 



(35) / ^^=:i(M'xv^4-i»''Xi>>-f.i»^x;«^), 

^iii- = -(i/"xv^4-«^X'«^-+-«'''Xi»o. 

On trouve donc 

BV^=ô,»^H- r(M'X^,*'4-r'Xi*^-+-ir'X^,»0^^ = ^i'^-+-4''i*'(0» 
(36) j B;»'=:/>V'-h i r(M-'XV^4-r*XV'4-»*'XV^)rf/=^i*^-+-4^i'H0» 
B'3»^=6'3»^+i r(w''X^/^+t'''Xi»^4-«>'Xi»0^^ = ^i*'+WHO, 

6y'(y = i,2, 3) étant des nouvelles constantes arbitraires, (}^y^(<)(y = i, a, 3) 
étant les fonctions connues de ^. 

Substituant ces expressions de By^ dans (34); nous trouverons 2/ ^ ^tj ^^i ^^ 
fonctions connues de t. 



10. Après avoir trouvé 

"y» <V» ^'^V» ;^y> 7y> O (y = o, i), 

nous obtiendrons p2^ q-it ''a à l'aide des équations (i4) en y faisant A* =2, 
puis Mai ^'2î <^'2 ^ l'aide des équations (i3) en y posant A* = 2, et ainsi de suite. 
Supposons, en général, qu'on ail déjà trouvé 

"y *V» "V» ^y» Vy> O (y = o, i, 2, . . ., A — i). 
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Les équations (i4) nous donneront ensuite 

i 

où Ton a posé 



(38) 



P {c-a)p,a\\''-(b^c)q,b\f 
^^= Z^^IT^^ 



(.39) S,= ^^TniÂ^) {cipl Wt 4- 6^; Hf + cri Hf ), 

(4o) ^\=Jl\,dt, S',=Js,dt, 

i U[^^ ^ (c - a)roC\f - {a -- b)q,bYf, 
(40 Hf r=(a~^)/>oaYf-(ô-c)/-ocYf, 

( Hf = (6 - c)qobY^,'^^(c - a)p,aYf. 

Moyennant ensuite les équations (i3), nous obtiendrons 

/ iu.= b'f u' -4- b'i;^ a" -+- 6^3^"^ u" -\-[u' 4;^*' ( + «" +i'"^ ( ^^ ""' 4^3^' (0]» 

(42) ) i^^. =31 6^/' f' -+- bf v" + ^^f t^'" 4- [ v' 4^f ( + i'" ^i^' (04-*'" 4^3*^ ( 0] » 
I iv;,= bfiv'-\- b^^Uv"-\- bfiv"-^ [\v'^'^\t) 4- \v"^^^'\t) -h ï^^'^^i^HO]» 

où à'f\t) sont les fonctions de t, définies par des quadratures 

4;f (t)= fin' X;^> 4- v' X/> 4- w'' Xi*-^ ) dt, 

(43) J f,^-'(0= i Aa^Xf 4-t'''Xf 4-w*'Xi^0^^ 

vj;f (t) = ^ fiu" X\*^'^ 4- c' Xi^> 4- «''' Xi^-^ ) dt. 

11. Il ne reste qu'à substituer les valeurs trouvées de 

ujy Vj, wj, pjy qj, rj (y = o, I, 2, . . .) 

dans les séries (12) pour obtenir les solutions générales des équations du uiouve- 
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menl (i) et (li) sous la forme des séries ordonnées suivant les puissances du 
paramétre e. 

Ces séries seront convergentes pour 

/ : T, 

T étant une quantité positive, si nous choisissons convenablement les constantes 






qu'on doil assujettir, en général, à la condition que leurs modules ne surpassent 
pas certains nombres fixes suffisamment petits. 
Si nous posons, en particulier, 

//o = a, <'u = P» "'0 = 7 

Po = a'» 7o " 1^'» ''o = y' 

I pour ^ = o, 

Pk=Oy f/k — O, a=0 

a, [i, v; a', p', y' étant les constantes données, nous trouverons les solutions des 
équations du mouvement prenant les mêmes valeurs initiales que ï/«, <'oî»^'o^ 

On peut employer les séries obtenues pour calculer approximativement les 
valeurs de variables 

pour toutes les valeurs de ^ à partir de / = /o jusqu'à ^ = T. 
Prenant ensuite pour les valeurs initiales de 

(44) '^ «', "', P^ 7» '* 

leurs valeurs pour / = T, nous pouvons construire les nouvelles séries de la 
forme (12), qui nous donneront les valeurs des variables (i4) pour toutes les 
valeurs de ^ à partir de ^ = T jusqu'à ^ = ï^ > T, et ainsi de suite. 
A chaque solution 

Wo» *'o, W'o» />o, 7o» ''o 

des équations (10) et (i i), se réduisant à a, jî, y; a', ^\ ^ pour t = /q) corres- 
pond une solution déterminée des équations (1) et (2) prenant les mêmes valeurs 

initiales que ï/q, ^'0? ^^'oi/^o? Çoj ^o- 

Nous pouvons aussi obtenir une infinité d'autres solutions dont les valeurs 
initiales (pour t = ^0) diffèrent assez peu de a, p, y; a', ^', y', en choisissant les 
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constanlcs arbitraires dans les expressions de 

WX» <% «'A» Pk> qky /•* ( A- =: I, 2, 3, . . .) 

d\ine autre manière quelconque, sous la seule condition que les séries (12) soient 
convergentes. 

Ces séries convergent, en général, pourvu que 

et I e I soit assez petit. 

Le nombre T sera d'autant plus grand que |e | sera plus petit, et inversement. 

Le cas le plus intéressant est celui ou les séries dont il s^agit convergent pour 
toutes les valeurs de t. 

Cette circonstance peut avoir lieu, |e| étant assez petit, quand toutes les fonc- 
tions 

wa, «'a, <''a, Pk^ qk, f'ic ( A- =1 o, 1 , 2, . . . ) 

deviennent périodiques en t. 

Nous obtiendrons alors les solutions périodiques des équations du mouvement 
d^un corps solide dans un liquide indéfini. 

La démonstration de Texistence de ces solutions périodiques fera Tobjet du 
Chapitre suivant. 



——* 



CHAPITRE m. 

EXISTENCE DES SOLUTIONS PÉRIODIQUES DES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT 

D'UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDÉFINI. 



1. Il est aisé de voir que les équations (1) et (2) du Chapitre précédent admet- 
tent, pour e = o, la solution périodique de la forme (^voir n" 4 du Chapitre II) 

/>o> 7o> '^o» l/o=A//', i'o^^Ai^', «'or=Aw', 

A étant une constante arbitraire. 

Supposons maintenant que nous ayons trouvé les fonctions 

";» <V» ^»V» Pj* qj> o 

à partir de y := i jusqu'à j ^ k — i sous la forme des fonctions périodiques du 
temps, avec la période réelle co. 

Foc. de T., a* S., IV. 27 



2IO W. STEKLOFF. 

Dans ce cas, Yf^j = i, 2, 3) seront périodiques en t avec la même période eu. 

Démonlrons qu'on peut toujours choisir les constantes Cy^^(y = 1, 2, 3) de 
telle manière que pk, Çk, /> seront aussi périodiques en t avec la période eu. 

Multiplions les équations (4) successivement par po, Çoj /*o; nous avons, en 
ajoutant, 

(1) apoYf -h bqo^t^ -^ cr^Yl' =z — {ap^p^-^- bq^qk^ cr^ri,). 

Multiplions les mêmes équations par i/', v\ iv' \ on trouve, en ajoutant, 

* 

i'x) au'\\^' H- bv'\ i' -\- av'Xf — ^^{au' p,,-\- bv' qk-\'Cw' rk) 



— ^ ^(^"o/?A-*- ^«'o7*-+- ^^0'>)? 



puisque 



(3) apo= lu'=i -^iio, ft^o = A>' 1= -. To, cro = lii^ =z -^ Wq, 

Considérons maintenant les intégrales (4) qu'on peut représenter sous la forme 

suivante : 

M* H- r* H- tp' -4- ap^ -4- bq^ 4- c/*' -+- eT = A", 



H^^y^ ('"-*-* S' ='^' 



«^T\' / djy ( dT 

« 4- £ -j- I + I •• -I- S -^— l -I- I IV -4- ï - — 



"^^^)(^^-^^S)^(^-^4-^)(^^-^^^)-^("'^^S^ 






Substituons dans ces équations les séries (12) et comparons les coefficients de 
^-ienio puissance de e de deux membres. 
On trouve aisément 

\}\ étant une fonction ne dépendant que de 

"/> «v» "V» pj^ qjf o (y=o, 1,2, ..., A — 0, 

c*cst-à-dire une fonction connue, périodique en t. 
On a de même 

(0) aUoPk-^ b\\qk-¥ CKV^Vk-^ ctp^^k-r- bq^Vk-^ ci\iv,, = W^^ , 

V'a) ^^a <^la»l les fonctions connues, périodiques en t. 



MÉMOIRE sua LE MOUVEMENT D^UN CORPS SOLIDE DANa UN LIQUIDE INDÉFINI. 21 f 

Des équations (4) et (5) on tire immédiatement 

«/>o/>* -+- ^<7o ^k 4- cr^ /> = U;t = \]\ — Vi, 

OÙ Ua est évidemment une fonction périodique de /. 
L^équation (i) devient donc 

( 7 ) «A "if + ^7o ^t + ^/-o Y^3'^ :=. ^ . 

D'autre part, les équations (5) et (6) donnent, en vertu de (3), 



ou 



a^siPk-^hv^qk-^ cw^rk — ^\— -^ Vi=i y V;t, 



Va étant une fonction périodique du temps. 
On a donc 



d'où, en vertu de (3), 

(8) a^'p.Yf-^ 6«^oYi*> + cVoYf = ^. 

Les équations (7) et (8) nous conduisent à Téquation suivante : 

et de même 

H',*'=^(V*-6[J*), 

On Irouve donc {voir n° 10 du Chapitre précédent) 

ce qui montre que R'^ est une fonction périodique de t. 

2. Considérons maintenant l'expression de Sa [Tégalité (39) du Chapitre pré- 
cédent]. 
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•t. Passons maintenant aux équations (4^) ^^^ Chapitre précédent. 
Il est évident que les fonctions ^f^{j = i, 2, 3) sont périodiques en t. 
Multiplions les équations (i3) successivement par Uq, Vq^ Wq] nous avons, en 
ajoutant et en tenant compte de (5), 

X/- Wo -4- X/' (»o -+- Xi*- ir« = — ( Wo Ua: -+- <'o <*A -+- «'f'o tï'A-) = -^*" • 

On a donc, en tenant compte de (43) (Chapitre précédent), 

ce qui montre que ^ * (/) est une fonction périodique. 
Formons maintenant l'expression de ^1,* (0* 
Il est aisé de voir que 

où f^*^(^) est une fonction périodique du temps. 

Il est évident qu'on peut trouver une fonction périodique V]J(/) de façon que 
l'on ait 

Nous trouverons de la même manière que 

^f(0 = e'>-VI.(0 (M, 

yi{t) étant une nouvelle fonction périodique en t. 

Nous aurons donc, en tenant compte des équations (i6) du Chapitre pré- 
cédent, 

cnoi ^ *^ ' H,(w)0(w) *^ '^ H,(w)0(//) * ^ ^' 

=^ A V/. -h >/(t) — jFî— ; TZTT — : — ~r" V ^ ( 6 ) ^^— - — -y^- =i ii^ {t ), 

= A — : ' A- + '^ A ( * ) — \f~, — r^i — : — ~^ ' A: (^ ) — nm — rs :~ ^^ '»<i ( ^ )» 

«ciiw ^ *^ ^ H,(w)6(w) ^^ ' tH,(w)6(«) ' ^ ^' 

Gf'^{j = I, 2, 3) étant des fonctions périodiques du temps. 



(») Comparez G. Kodd, 5m/- /<?5 solutions périodiques, etc, {Annales de la Faculté 
des Sciences de Toulouse, 1899). 
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On trouve, en tcnanl complc de (ii) du Clia pitre précédent, 



c{l'--hc)Sj,.-aplUl'-hbf/lU,''-^crni' 



•" J 



d'où, en remarquant que 



«/'oY'*'[^{a-6)75+c(a-c)rJ] 
+ bq,Y'l'lc(h - c)rl + a(b-a)pl] 
4- C/-0 Y'* [«(c - a)pl + &(c- 6)7J]. 



rt/yj + f>f/l + cri — /'• 
a'-,>l-hb'q-i+c*rl=l>. 



on tire aisément, en vertu de (-) et (8), 

Sa = ^^ ,— [(Aa- /«)«/>, Y'* + (hb- /•)/>7,Y,"+ (/te- /•)«•,!/ ] 



OÙ l'on a posé 



a — —r. ; — > p = 



Ci^l'—ZtC)' 



cihc—l') 



On a donc 



s;=zj^s,..//:=«Vx.-f-?u„ 



d'où il résulte que S]^ est une fonction périodique de /. 



3. Reprenons maintenant les équations (87) du Chapitre précédent. 
Il est évident, en vertu de (38), que Ma est une fonction périodique de t. 
Quant à N^, on peut le représenter sous la forme suivante, en supposant, pour 
plus de simplicité, f^ = o : 

où N]^ est une fonction périodique de t, 

Na sera aussi périodique, si nous choisissons c/' et c.^^ de façon que Ton ail 



(9) 



V «.'o '0 Jq 






' A> 



^/, 



Da étant une constante bien déterminée. 

Les constantes c!f\ c!,*^ étant choisies de la manière indiquée, /?A} 7a> '> seront 
les fonctions périodiques du temps. 



MÉMOIRE SUR LE MOUVEMENT d'uN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDÉFINI. 21 3 

A, Passons mainlenant aux équations (43) du Chapitre précédent. 
Il est évident que les fonctions ^f^{j = i, 2, 3) sont périodiques en t. 
Multiplions les équations (i3) successivement par //q, Vq^ Wq] nous avons, en 
ajoutant et en tenant compte de (5), 

X'/^ Wo -+- X/^ Vo -t- ^^^- "'o = ^ ( ''0 tu + t'o <> -+- "'o "•^) = -^ ' 
Ou a donc, en tenant compte de (43) (Chapitre précédcnl), 

ce qui montre que 'i * (0 ^s*- ""® fonction périodique. 
Formons maintenant Texpression de ^2* (0* 
il est aisé de voir que 

^;*ï {l)= re-^'>" o(^){i) dt, 

où 'f^*^(0 ^st une fonction périodique du temps. 

Il est évident qu'on peut trouver une fonction périodique VJ(/) de façon que 
Ton ait 

Nous trouverons de la même manière que 

V]J(/) étant une nouvelle fonction périodique en t. 

Nous aurons donc, en tenant compte des équations (16) du Chapitre pré- 
cédent, 

cncu ^ ^"^ ' H,((k>)0(w) *^ '^ H,(w)0(//) ^ ^ ^ 

(Inwsn// -,. _^ v''//^ Q(o)II|(^^— ^>) _^ v'^/#\ ®(<^)'ï' ('«-^^^>) _r * f ,^ 
cnoj * H,(wjB(w) ^"^ ' Hi(oi)B(//) * ^ ^' 

iciï(ù " *^ ' H,(w)6(£/) ^^ ' tH|(w)6(tf) ' ^ '' 

G'f\j = 1, 2, 3) étant des fonctions périodiques du temps. 



(1) Compariez G. Kobd, 5ar /e5 solutions périodiques, etc. {Annales de la Faculté 
des Sciences de Toulouse, 1899). 
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Il suffit de poser 

Ui"^ = o, ^',*' — o 

pour obtenir u/c, t>, Wk en fonctions périodiques de / : 

(lO) \ <U-=: ^1— — HG'/'(0» 

Cil Cii 

* icnw ' ^ ' 

5. On peut exprimer le résultat obtenu comme il suit : 
Si, pour une valeur quelconque de A*, les fonctions 

yi^'' Y*** Y'^*' 

sont périodiques en t avec une période réelle co, on peut toujours disposer les 
constantes arbitraires dans les expressions de 

Pkf qkt 'k, (Uf i'x, "A 

de façon qu'ils deviennent aussi périodiques en / avec la même période <•>. 
Or, en prenant [les équations (i5) du Chapitre précédent] 

cni/ Adno)Snf/ sncodnf/ 

^ cnw ^'^ '^ cnw ' icn&j 

(«0 { 

. cnu . dncosn// . snojdn// 

ciiGj cnco icnrj> 

nous obtiendrons Y^,'\ Y^', Y^^ en fonctions périodiques de /. 
On peut donc déterminer 

(I2) Ptt ^l> 'l. "l. ^1, ♦«1 

comme des fonctions périodiques de /. 
Les fonctions 

* 1 > * î > * 3 

deviendront alors périodiques. 
Nous obtiendrons donc 

(i3) Pu Çi, /•„ //j, ('s, ir, 

en fonctions périodiques de /. 
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Les fonctions (i i), (12) et (i3) élant périodiques, il en sera de même des 
fondions 

Y\i) \iz) \(.3) 

Nous pouvons, par conséquent, déterminer 

Pzf qzf r^f Wj» «^3» ^z 

en fonctions périodiques de ^, et ainsi de suite. 

Nous trouverons ainsi les séries périodiques de la forme (la) (Chapitre précé- 
dent) qui satisfont formellement aux équations du mouvement. 

6. Il ne reste qu'à prouver que ces séries peuvent donner effectivement une 
solution périodique des équations dont il s*agit, c'est-à-dire que ces séries con- 
vergent au moins pour certaines valeurs des constantes arbitraires 

^/'■, c'f C/' = ^2, 3), 

choisies convenablement. 

En suivant une voie, indiquée par M. G. Kobb dans son Mémoire déjà cité, 
cherchons d'abord la condition nécessaire et suffisante pour pouvoir déterminer 
ces constantes de façon que l'on ait 

M^.z=iO, t'jt=:0, tVjt=:0 pOUr ^ zi: O 

(A- m I, 2, 3, . . .). 

Posons, k étant un indice quelconque, 

/ Uf, = Bf u' -f- Bf u" 4- Bf il" = o 

(i4) I Ta- =Bi*-r' -hB,*W>'' +63*^'* =:o l pour l = o, 

ii'j^. z= B\*^ iv -h Bf iv' 4- B,^'^ ip"' — o ) 



où 



B\^ = b[^' -f- A X '^' il' 4- X;^^ r' + X/^ iv' ) dt, 
(i5) j Bf = ^ Axi*^w''4-X/^i^-+-X/^«'^)t/^, 

B^^^ =: i Ax;*^ u' 4- Xf v' -4- Xf 1^") dL 

Pour que les équations (i4) aient lieu, il faut et il suffit que l'on ait 
(16) BÎ^=:o, B'*^-o, Bfzzo pour /=:o, 



2l6 



W. STEKLOFF, 



puisque, comme on sait, le déterminant 



u' u" «** 



\^' ç" (>*' 



' n m 



ne s'annule pas pour / = o. 

7. Considérons maintenant les expressions de X^,*\ Xij^', X3* du n" 4 du Cha 
pitre précédent. 

On peut les écrire sous la forme suivante 



x;^-^ 


— rk Vf, - 


- f7*«'o 


-h 


* 1 > 


\f 


:_/?AW'o- 


-/-itWo 


+ 




Xf 


— qkUii- 


-Pk^o 


-4- 


* 3 ♦ 



Ty (y = 1 , 2, 3) étant des fonctions ne dépendant pas de />;t, </a> /'a- 

On a donc, en tenant compte de (i5) et des relations connues entre les fonc- 
tions m', v\ . . . , (v'", 



"-H^Ar' 



r^„/')rf^4-APi^\ 



où Ton a posé 






P*, 1'^*' sont les fonctioDS connues de ^(')- 
D'autre pari, on a 



/>* = 



c'*' 0, + c'/' 7o -+- cf Q, K, - 9, R',. 
cfR, 



P.L*, 
Q, L*. 



.',«•) 



-t- Ci' ' r» + Cj 



f(0.K,4-~)-r.Rl+R,L,. 



-S' 



( ' ) Nous supposons qu'on ait déjà trouvé les fonctions 

"y> ^'y» **'yi T'y» ^y» O (y =0, 1,2, ...,A - 1). 
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OÙ Ton a posé 









r.A 



dt. 



Posons encore 



P.U-/)oR'*=T'*', 
R,L*-r,R,--î-Si. = T<*', 

'0 



Cçïf u"-^ If v"-^ Tf iv" ) dt + P^3*^ = - Mf (0. 
On peul écrire 

^ B* = c<*' A,(0 -t- cf A,{t) + cf' A,(/) - M'*'(0. 
^ B',*' = c<*' B,(0 + ci*' B.(0 + ci*> B,(0 - MS,*'(0- 

Cela posé, on trouve, en vertu des deux dernières des équations (i6), 

( c'*' A, (o) + c;*' A.(o) + c<*' A,(o) = Mi*'(o), 
^'' i cf B,(o)4-c'/'B.(o)4-c',*>B,(o) = M',*'(o). 

Ces équations, jointes à l'équation (voir n" 3) 

(i8) cf+cf r"j=D*, 

montrent que la condition nécessaire et suffisante pour que Ton puisse déter- 
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ACTION 

D'UN OXYDE OU D'UN HYDRATE MÉTALLIQUE 



SUR LES SOLUTIONS DES SELS DES AUTRES MÉTAUX. 



SELS BASIQUES MIXTES; 



Par m. Alphonse MAILHE, 

Licencié es Sciences, Pharmacien de première Classe, 

Préparateur à la Faculté des Sciences de Toulouse, 

Chef des Travaux à la Faculté de Médecine et de Pharmacie de Toulouse. 



Introduction. 

Le déplacement réciproqtie des oxydes insolubles dans les dissoltitioiis salines 
a préoccupé depuis longtemps les chimistes. 

Gay-Lussac ( * ) a montré que les oxydes se déplacent mutuellement et que Taffi- 
nité des métaux pour Toxygène n'entre pour rien dans le pouvoir précipitant 
d\in oxyde. L'affinité particulière d'un oxyde pour un acide aurait une influence 
limitée. 

Persoz indique, en i835, que le déplacement d'un oxyde par un oxyde est total, 
et qu'il y a rarement partage. Quelques années plus tard, H. Rose ayant repris la 
question a montré que, dans bien des cas, le phénomène pouvait ne pas se réduire 
à un simple déplacement. C'est ainsi qu'en opposant l'oxyde d'argent à diverses 
solutions métalliques il a obtenu fréquemment des oxydes mixtes. 

En 1870, Landrin montre que, dans les déplacements d'oxyde à oxyde, il y a 
partage à équivalents exacts. Pétriefl*, en i883 (*), nie ces résultats et indique que 
les rapports entre les bases dissoutes ne peuvent pas être exprimés par des 
nombres simples. 

Dans un travail dont les premiers résultats ont été communiqués au Congrès 



{*) Annales de Chimie j 3o nivôse an XII, t. XLIX, p. 21. 
(*) Société chimique russe, 26 août i883. 

Fac, de T., 2* S., IV. 20 
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(le TAssocialion française pour l'avancement des Sciences ('), M. P. Sabalier 
reprit ce sujet et montra que tantôt on a un partage, tantôt un déplacement total 
très net. 

Depuis quelques années, les idées des chimistes avaient été profondément 
modifiées par la connaissance plus complète des sels basiques. On savait en eflet, 
et l'on admet encore de nos jours que, si l'on fait agir un hydrate ou un oxjde 
métallique sur un sel du même métal, on obtient fréquemment un sel basique; 
bien plus, on peut, suivant la quantité d'hjdrate qui réagit, obtenir un sel plus ou 
moins basique. Pour de tels composés, la cristallisation permettra de définir très 
nettement les divers corps. 

Lorsqu'on examine la liste des sels basiques déjà connus, on remarque que la 
plupart d'entre eux appartiennent au même type. Ainsi les sels de cuivre sont 
lous du type tétracuivrique (sulfate, nitrate, chlorure, etc.) ou du type tricuivrique 
(acétate); les sels de zinc ont dans leur molécule le groupement tétrazincique, 
ceux de mercure le groupement di- ou trimercurique. 

En partant de ce fait, ne serait-il pas rationnel de les considérer comme des 
sels normaux d'un hydrate condensé, au lieu de les regarder comme résultant de 
la fixation d'une ou plusieurs molécules d'oxyde sur un sel neutre? M. P. Sabatier 
a montré, en particulier que les sels basiques de cuivi^ doivent être considérés 
comme les sels normaux de l'hydrate tétracuivrique Cu*0'(OH)^ qu'il a le pre- 
mier défini, et il pense que des groupements identiques doivent exister pour les 
autres métaux. En opposant cet hydrate aux dissolutions des sels neutres de 
cuivre, il a pu obtenir à l'état cristallisé les sels basiques du type tétracuivrique 
(sulfate, nitrate, bromure, hyposulfate, etc.). 

lin partant de ces idées, M. P. Sabatier a repris l'étude du déplacement de 
l'hydrate de cuivre par l'oxyde d'argent (^), et il a montré qu'il n'y avait pas 
simple déplacement d'hydrate, ainsi que Rose l'avait indiqué, mais bien formation 
d'un sel basique tétracuivrique (NO*)'''Cu.3Cu0.3H*0, ou d'un sel basique 
mixte argento-cuivrique (NO')'''Ag^.3Cu0.3H^O selon les conditions de la 
réaction. 

Généralisant le phénomène, M. Sabatier a obtenu toute la série des sels basiques 
mixtes argento-cuivriques à l'état cristallisé (^), en opposant Thydrate cuivrique 
bleu aux solutions des sels d'argent (sulfate, chlorate, hyposulfate) ou, moins aisé- 
ment, par racti(ui inverse de Toxyde d'argent sur les solutions des sels de cuivre. 
Il a pensé que la formation de sels basiques mixtes ne serait pas bornée au cuivre 
cl à l'argent. IVailleurs M. André, en 1887 (*), avait préparé des sels analogues en 

( •) Pau, i<) septembre 1897., t. I, p. 18*). 
(*) Comptes rendus, i. C\XV, p. 17 >. 
(3) Comptes rendus, t. CXXIX, p. 211. 
(*) Comptes rendus, t. CVI, p. 43i et8j4. 
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fixant (lii-ecteincnl une ou plusieurs molécules d'un osydc sur un sel newlrc. Il 
uvail ainsi obtenu les chlorures basiques misles de meicure et d'un métal alcu- 
liiift-icrrciix CaU^aligO.aH'O isolJ d<-jà par MinRer, BaCI^HgOGH'O, 
SrCl'.IIg0.6H"0, un chlorure basique uiixle de manganèse et de cuivre. 

Sur les conseils de M. P. SabaLier, j'ai entrepris l'étude de corps semblablei^ 
pour l'oxyde merciirique, pour les hjdrates de cuivre et de nickel. Dans de telles 
reclierches, le microscope est un précieux auxiliaire; Jl permet de s'assurer si 



l'on a 
primitif. 



ffair 



■ iin.qu. 



1 corps 



lélansé de i'u 



,yde 






L'exposé de mes expériences comprendra trois parties : 

i" Action de l'oxjde mcrcuriquesur les sol u lions aqueuses des sels métalliques. 
Sels basiques mixtes du mercure el des autres métaux; 

2" Action des hydrates de cuivre sur les solutions aqueuses des sels mélalliques. 
Sels basiques mixtes du cuivre et des autres métaux; 

3° Action de l'hydrate de nickel sur les solutions aqueuses de quelques sels 
mélalliques. 

J'ai exécuté ce travail dans le laboratoire de M. P. Sabatier à la- Faculté des 
Sciences de l'Université de Toulouse. Que ce maître émîuent daigne recevoir 
Texpression de ma vive reconnaissance pour les savants conseils et les encoura- 
gements qu'il n'a jamais cessé de me prodiguer. 



CHAPITRE I. 



ACTION DE L'OXYDE MERCURIQUE SUR LES DISSOLUTIONS AQUEUSES DES 
SELS MÉTALLIQUES. - SELS BASIQUES MIXTES DU MERCURE ET D'AUTRES 
MÉTAUX. 



L'action de l'oxyde mercurique sur les solutions aqueuses des sels métalliques 
a été étudiée par Kose eu i8Ôg{') et par M. André en i8S; (=). 

Rose a annoncé que cet oxjde déplace simplement les oxydes dissous à l'état 
de chlorures et est sans action sur les sels oxygénés des mêmes métaux; seuls, 
les chlorures alcalins el alcalino-lerrcux ne sont pas modifiés par l'oxyde de mer- 
cure. M. André a obtenu, au contraire, des sels basiques mixtes résultant de la 
fixation d'une ou plusieurs molécules d'oxyde mercurique sur les chlorures alca- 
lino-lerreux. 



( ') Poggendorf AnnaUn, t. CVU, p. M7S, vl Nê/ierloire /le C/iin 
(') Complet rendus, t. CVI, 1887, p. i3i el 8>4. 
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J'ai repris le travail de Rose en rétendaal à un plus grand nombre de sels. 
Je décrirai successivement Faction de Toxjde mercurique sur les solutions des 
M^ls des métaux qui suivent : cuivre, zinc, nickel, cobalt, manganèse, cadmium, 
plomb et fer. J'ai, pour chacun d'eux, étudié les chlorure, bromure, nitrate et 
«sulfate. J'indiquerai ensuite les résultats obtenus avec quelques sels de bismuth, 
d'aluminium et d'uranium. 



I. -- Sel 



s DE CUIVRE. 



I* Chlorure de cuivre, — D'après Rose, le chlorure de cuivre est entièrement 
précipité à Télat d'oxjde par l'oxjde de mercure. En réalité, lorsqu'on oppose à 
une solution de chlorure cuivrique de l'oijde jaune récemment. préparé, il en 
précipite instantanément une poudre amorphe bleue difficile à laver. Séchée, elle 
présente la composition du chlorure tétracuivrique 

CuCP.3Cu0.3H*0. 
L'analyse donne pour loo de matière : 

Trouvé. 
I. U. Calculé. 

Cu 59,0 58,6 59,4 

CI.... iG,8 16,9 16,7 

L\)X)rdc jaune sec et l'oxjrde rouge produisent à froid le même composé, après 
quelques heures de contact. Le mercure passe tout entier dans la dissolution et 
en cliossc complètement tout le cuivre. Ce n'est donc pas sous forme d'oxyde, 
mais bien sous forme de sel basique de cuivre que l'oxyde mercurique déplace le 
cuivre de la Holulion du chlorure. 

u" llromure de cuivre. — L'action est encore beaucoup plus intéressante avec 
In bromure. 

Ilnr pctlilc* (|iiiintilé d^oxydc jaune se transforme, dans les solutions de bromure 
i:iii\iii|iir, tMi iiiin pondre verle amorphe ne contenant pas traces de mercure. 
dVs»! Mil bi'iitMiM'fi buxii|iin <lo cuivre. Ajouté en plus grande quantité, l'oxyde 
tltMiMf^ iiiiM piiMilifi bIfMi vcrl (|ni, examinée au microscope, se présente en petits 
^niinn iixcdMniviMniMtL li^nus. Lavée a l'eau cl séchée à froid, elle a donné la 
romponilion d'un bromure bnHi<|ue mixlc cupro-mercuriquc 

uiïp:nrv(:unr\3(:u().n'0. 
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Pour loo parties de malîcre, on a 

Trouvé. 
I. II. Calculé. 

Br 39,7 39,9 40,0 

CuO 27,4 27,6 26,4 

Hg 33,1 33,8 33,3 

Le mercure a été dosé dans tous les composés qui en contiennent, à Tétat de 
sulfure de mercure. 

Si Ton examine la dissolution de bromure de cuivre après la réaction, on 
constate qu'elle contient une certaine quantité de mercure; si l'oxyde mercurique 
est en quantité suffisante, tout le cuivre est déplacé. 

3" Azotate de cuivre, — Rose a annoncé que l'oxyde de mercure n'exerce 
aucune action à froid sur les sels des acides oxygénés. Or, en opposant à froid 
de l'oxyde jaune sec à une solution très concentrée de nitrate de cuivre, il s'y 
transforme peu à peu et, au bout d'un temps assez long, en une poudre bleue. Au 
microscope elle apparaît formée par des lamelles quadrangulaires. C'est un nitrate 
basique mixte de cuivre et de mercure de formule 

(N0»)«Hg.Cu0.5H«0. 

Analyse. 

Trouvé. 

I. II. Calculé. 

CuO pour 100. 17,0 16,9 16,1 

Hg 40, 52 40,4 40,7 

N*08 24,1 24,2 25,2 

L'analyse de l'azotate a été faite par la mélhode de Dumas (dosage de l'azote 
nitrique) et par la méthode Henriet (*), qui consiste à transformer l'azotate en 
liydroxylamine au moyen de chlorure stanneux en excès et à doser celui-ci par 
une solution titrée d'iode. Les résultats sont toujours trop faibles; mais, à l'aide 
de Tables calculéespar l'auteur et qu'il est facile de construire soi-même, on peut 
faire la correction et obtenir alors des résultats très rigoureux. Cette méthode est 
très expéditive, et je l'ai toujours etaployée pour calculer l'azote des nitrates que 
j'ai analysés; ce n'est qu'exceptionnellement que je me suis servi de la méthode 

(*) Henrikt, Dosage de l*azote {Comptes rendus^ t. CXXH, n* 16, 1901). 
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Dumas, dans le bul d'établir un contrôle. Les nombres rapportés dans mes ana- 
lyses sont ceux qui m'ont élé fournis par l'expérience. 

L'azotate mixte de cuivre et de mercure s'obtient bien plus facilement si au lieu 
d'oxyde sec on se sert d'oxyde jaune humide. En ajoutant une certaine quantité 
de cet oxyde à la solution concentrée de nitralc de cuivre, la transformation 
totale peut être terminée après cinq à six jours si l'agitation est souvent renou- 
velée. Mais on le produit immédiatement si l'on ajoute l'oxyde par petites quan- 
tités à la fois. Il est alors possible d'obtenir en très peu de temps une grande 
quantité de nitrate mixte. 

Ce corps se présente toujours sous forme d'une belle poudre bleue décompo- 
sable immédiatement par l'eau avec mise en liberté d'oxyde de mercure; elle ne 
peut donc pas être lavée. Aussi faut-il la sécher très rapidement sur du papier 
buvard pour la priver de Peau mère qu'elle contient. Cette facilité avec laquelle 
l'eau décompose ce nitrate basique mixte indique les conditions de préparation; 
il faut que l'eau de la dissolution ne puisse le détruire et, pour cela, qu'elle soit 
assez concentrée. 

Les meilleures dissolutions sont celles qui proviennent de la liquéfaction du 
nitrate de cuivre dans son eau de cristallisation; mais ce ne sont pas là les seules; 
on peut, en effet, à celles-là ajouter un quart de leur volume d'eau et produire 
encore le nitrate mixte; au-dessous de cette dissolution les difficultés augmentent 
et la production du sel bleu ne se fait qu'avec une extrême lenteur. 

Lorsqu'on chauffée ce nitrate cupro-mercurique à l'étuve à loo", il perd toute 
l'eau de cristallisation et se transforme en un composé vert. 

En faisant bouillir directement Toxyde jaune humide dans une solution 
contenant par litre deux molécules de nitrate de cuivre, on le voit se dissoudre peu 
à peu et finalement disparaître. Si on laisse refroidir la liqueur, elle abandonne 
un précipité bleu cristallisé en beaux prismes quadratiques décomposables encore 
par l'eau avec mise en liberté d'oxyde mercurique. Ce corps, séparé de la solution 
du nitrate et rapidement essoré entre des feuilles de papier buvard, est un nitrate 
mixte cupro-mercurique identique au précédent. 

L'analyse fournit pour loo parties de composé : 

Trouvé. 

I. II. Calculé. 

Hg 40,9 40,8 40,7 

CuO 17,0 16,7 if),i 

N«0* 24,1 a4,<> 25,2 

Ces nombres s'accordent avec la formule 

(N0»)*Hg.Cu0.5U«0. 



♦ . __-_ _♦ 
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Les liqueurs de nitrate de cuivre provenant de ces réactions contiennent du 
mercure. 

L^oxvde rouge produit à froid et à chaud des résultats identiques. 

Ainsi donc il est possible d'obtenir ce nitrate mixte et par conséquent le dépla- 
cement d'une certaine quantité de nitrate de cuivre par deux voies bien distinctes : 
par simple contact à froid de Tox^de avec la solution de nitrate, ou en dissolvant 
d chaud cet oxj'de et laissant déposer par refroidissement. 

4® Sulfate de cuivre, — Rose indique que le sulfate de cuivre est altéré à la 
longue par loxjde mercurique, et qu'il se forme au bout de plusieurs mois une 
masse insoluble jaune composée de sous-sulfate mercurique et de sous-sulfate 
cuivrique. J'ai maintenu de l'oxyde jaune à froid pendant plus de six mois au 
contact d'une solution concentrée de sulfate cuivrique; je n'ai aperçu au bout de 
ce temps aucun changement appréciable ; même en faisant bouillir plus d'une heure 
l'oxyde dans la solution de sulfate, aucune modiGcation n'est intervenue. Le sul- 
fate de cuivre résiste donc parfaitement à la décomposition; il partage d'ailleurs 
ce caractère avec la grande majorité des sulfates métalliques, et ceci n'a pas lieu 
de nous étonner si l'on se souvient que les nitrates basiques mixtes sont tous 
décomposables par l'eau. La difficulté que l'on éprouve à faire des solutions de 
sulfate très concentrées est une des causes de Téchep dans la production des sul- 
fates basiques mixtes du mercure et des autres métaux. 



IL — Sels dk zinc 

L'action qu'exerce l'oxyde mercurique sur les sels de zinc est de tout point 
semblable à celle qu'ont fournie les sels de cuivre. 

1° Chlorure de zinc, — D'après Rose, le chlorure de zinc est précipité de sa 
solution par Toxyde mercurique, à l'état d'oxyde de zinc avec formation d'oxy- 
chlorure de mercure. En ajoutant peu à peu de l'oxyde jaune à une solution 
concentrée et chaude de chlorure de zinc (Soo^ de chlorure dans 760*"' d'eau), 
M. André a obtenu par refroidissement de la liqueur un précipité blanc amorphe 
renfermant très peu de mercure, et qui serait, d'après cet auteur, un oxychlorure 
de zinc 2ZnC1^.3ZnO 1 iH^O se changeant par dessiccation dans le composé 
ZnCl24Zn06H^O. 

J'ai ajouté à une solution de chlorure de zinc soit de l'oxyde jaune sec, soit de 
l'oxyde jaune récemment précipité et encore humide. Celui-ci s'est transformé 
presque instantanément en une poudre blanche cristalline très ténue; l'oxyde sec 
a produit de même précipitation d'une poudre blanche qui, examinée au fort 
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grossissement du microscope, se présente sous forme de petits hexagones. Lavée 
à l'eau et séchée, elle ne contient pas la moindre trace d'oxjde de mercure. C'est 
un oxjchlorure de zinc de formule 

ZnCP.3Zn0.5!PO. 

L'analyse a fourni pour loo parties de matière : 

Trouvé. 

I. II. Calculé. 

Zn 56, o 5G,'2 55, f 

Cl i4,7 i4»65 i5,i 

Ce chlorure basique de zinc a déjà été trouvé par d'autres voies par Kane 
et André. 

II se produit instantanément à froid dans des solutions contenant 6oo< de chlo- 
rure de zinc pour loo d'eau, lorsqu'on leur ajoute de Toxj'de humide. Il est alors 
amorphe. Mais on l'obtient encore après quelques minutes de contact et à froid 
dans des solutions à 20^ de chlorure de zinc par litre. L'oxyde rouge lui-même le 
produit après quelques jours dans une solution à 5o^ de chlorure pour looo. 

L'action de l'oxjde jaune sec n'étant pas aussi rapide que celle de l'oxyde 
humide, j'ai examiné si la réaction était identique à la précédente lorsqu'on fait 
varier la température. L'oxyde jaune se transforme dans une solution bouillante 
de chlorure de zinc en une poudre noire qui ne tarde pas à blanchir et finalement 
disparait dans la liqueur. Par le refroidissement, la liqueur laisse déposer une 
poudre blanche constituée par de petits hexagones. L'analyse montre qu'elle ne 
contient pas de mercure et qu'elle est constituée par un oxychlorure de zinc 
identique au précédent. 

On trouve, en effet, pour lOo de matière : 

I. II. 

Zn 55,o 55,3 

Cl i4,8 i4,7'> 

Ces nombres correspondent bien au chlorure basique 

ZnCI«.3Zn0.5H«0. 

L'oxyde rouge de mercure mis à bouillir dans les mêmes conditions produit un 
précipité cristallin formé d'hexagones, après être passé par les mêmes étapes que 
yde jaune. 



v._. ^.. ^v 
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pour 


II. 


HgBr'.Zn0.8H20 


36,3 


35,0 


îi8,3 


27,8 


i4,o 


ii,*> 



ACTION D UN OXYDE OU D UX HYDRATE METALLIQUE, ETC. 22() 

2** Bromure de zinc, — Les solutions de bromure de zînc présenienl, vis-à-vis 
de l'oxjde de mercure, un parallélisme complet avec les solutions de bromure de 
cuivre. 

Une très petite quantité d'oxyde mercurique récemment précipité donne, dans 
une solution de bromure de zinc, une poudre blanche qui, lavée et sécbée, ne 
contient pas traces de mercure. C'est un bromure basique de zinc amorphe qui 
a pris naissance. 

Mais, si l'on ajoute une quantité suffisante d'oxyde jaune, il se précipite encore 
une poudre blanche qui est formée de petits grains cristallins lorsqu'on a fait 
usage de l'oxyde humide, et au contraire de petits prismes clinorhombiques 
nettement différenciés si l'on a employé l'oxyde sec. L'analyse du composé ainsi 
oblenu a donné pour 100 parties : 

Trouvé. 

I. 

Ilg 30,0 

Kr 'Jt8,4 

ZnO i.j ,0 

Ces nombres peuvent s'accorder avec la formule 

HgBr'.ZnO.SIPO. 

C'est donc un bromure basique mixte de zinc et de mercure. 11 se produit très 
rapidement avec l'oxyde jaune humide, moins vite avec l'oxyde sec. Mais, si l'on 
fait bouillir l'oxyde sec dans la solution du bromure, il s'y transforme en une 
poudre blanche cristallisée en petites lamelles hexagonales et une partie se 
dissout. La liqueur filtrée laisse déposer par refroidissement un précipité cris- 
tallisé en fines aiguilles. Les deux composés ainsi obtenus sont constitués par 
un bromure basique mixte identique au précédent. 

S*" Azotate de zinc, — Dans une solution très concentrée de nitrate de zinc, 
j'ai ajouté une certaine quantité d'oxyde jaune sec. A froid, au bout de plusieurs 
jours, et après des agitations renouvelées, il s'est transformé en une poudre 
blanche qui, au microscope, apparaît sous la forme de petites paillettes ou de 
fines aiguilles. Recueillie et rapidement essorée sur du papier pour la débarrasser 
de Teau mère, elle présente la composition d'un nitrate basique mixte de zinc et 
de mercure, de formule 

(N0»)*Hg.Zn0.2HM). 

L'analyse a donné, pour 100 parties du composé : 

Fac. de T., 2* S., IV. 3o 



A. HAIUie. 

Trouvé. 



Calculé. 



C'est l'aiotale liasùiiic de mercure (NO")ïHf,'- Hf^O.H^O, où i'""' li'ijxjde àv 
morciirc a été remplucte par i"'"' de /nO; Il |ieiil, par conâé(|iienl, ^Ire considi^n- 



...[.lucdepar 
rmal (l'.iii c 



■' de /nO; Il jieiil, pai 

/.n-OH 
comme le sel normal d'un oxjde nii\Ie inconnu ^O 

Hg-OII 
Ce composé esl très facileincnl décomposaUle par l'eau avci 
d'osydp mci-curique jaune; aussi, comme le nitrate mixte de c 



mise en liberlé 
ivre el de mer- 



cure, ne peuL-il élre oblenu que dans des solutions de nîlrale de nnc Irèï 
concentrées. 

L'oxjde roupie se transforme, lui aussi, plus lentement que l'oxjrdc jaune en 
une poudre blanche cristalline, déconiposable par l'eau, formi^e par le nitrate 
miste précédent. 

En eliaulVanl directement l'oxyde mercurique dans une solution de nitrate 
de zinc, on le voit disparaître au bout d'un certain temps. La liqueur (ilirée 
abandonne par le rcfroiitisscmcnl un composé crislallisé blanc formé par des 
cristaux quadratiques, Kapidement essorés, ils donnent à l'analyse la composition 



d'un nitratii iiasiquc mi" 



inco-mcrcurique de mi^n 
(NO')Mlg.ZtiO.aH'O. 



■ formule 



L' prci 



:édent 



I. II. Cilcuiti, 

Hg .i5,0 45,5 0,3 

ZnO i8,o 18,3 18,3 

N'O' î;,o *C.,K i8,i 

Très fréquemment on obtient aussi un composé amorphe. En faisant bouillir 
l'oxyde jaune dans une solution de nitrate de 7.inc, on le voit se transformer 
directement en une poudre blanche amorphe de même composition que le nitrate 
basique précédent, [^a solution chaude filtrée, additionnée d'eau froide, laisse 
déposer un précipité blanc floconneux, indécomposable par l'eau, et qui est 
encore un nitrate basique mixte. Ce n'est qu'exceptionnellement que j'ai pu 
obtenir un corps bien cristallisé. 




♦ ^_. . _ ^_. _♦ 
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4** Sulfate de zinc. — Ainsi que Rose Tavail annonce, l'oxyde mercurique 
n'agit pas sur les solutions les plus concentras de sulfate de zinc. J'ai fait 
bouillir pendant plusieurs heures Toxyde jaune humide dans de telles solutions; 
aucun changement n'est intervenu. De même, à froid, pendant près d*un an, 
Toxyde jaune n'a pas subi la moindre altération dans une solution concentrée de 
sulfate de zinc. 

III. — Sels de nickel. 

i® Chlorure de nickeL — D'après Rose, le chlorure de nickel est complète- 
ment précipité de sa solution par l'oxyde de mercure. En réalité, il se forme un 
oxychlorure mixte. L'oxyde jaune sec se transforme lentement, l'oxyde humide 
presque instantanément, en une poudre verte lorsqu'on le fait réagir sur une 
solution de chlorure de nickel. Examinée au microscope, on n'y aperçoit pas une 
cristallisation bien nette. Elle est, en effet, formée par de tout petits grains 
cristallins sans forme bien définie. Lavée à l'eau froide et séchée, elle présente la 
composition d'un chlorure basique mixte très complexe ne répondant à aucun 
des chlorures basiques connus. L'analyse donne^ en effet, pour loo parties de 
matière : 

Trouvé. Calculé 

I. 

Hg i5,i 

NiO 44,0 

Cl 11,0 

Ces nombres s'accordent avec la formule 

HgCl*.NiCl*.6Ni0.2oH*0, 
que l'on peut écrire 

(HgCI*.3NiO) (NiCl*.3NiO)2oH*0. 

L'oxyde rouge de mercure bouilli avec le chlorure de nickel donne un composé 
vert cristallin de composition identique au précédent. Si l'on porte ce chlorure 
basique mixte à l'étuve à 110° pendant près de i heure, il perd très facilement 
,5nioi d'eau. 

2° Bromure de nickel, — Les solutions de bromure de nickel présentent des 
réactions identiques à celles du chlorure. L'oxyde jaune sec, mis à froid dans 
une solution de bromure de nickel^ s'y transforme lentement en une poudre verte 
formée de grains très ténus; l'oxyde humide produit immédiatement le même 





pour 


II. 


HgCP.NiCP.eNiO.aoH^O 


|5,2 


16,5 


43,8 


43,3 


11,5 


1 1 ,6 
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I I I nttê^it*'ii' tn: 4i: ftfiiiluiî h im'ul que daifi* defi «solution» très concentrées de 

•'1 I nii l««ll IhiiiiMii i\i: Viikytlv^unuti ditnii une sulution de nitrate de nickel, on 
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se dissolvait d'abord et le nitrate mixte se déposait par refroidissement, pour le 
nitrate de nickel, le nitrate mixte se forme sans dissolution préalable de Foxyde. 
Il y a cependant une partie de l'oxyde qui se dissout, et dans certains cas j'ai 
même obtenu un léger dépôt d'une poudre verte présentant la môme composition 
que le nitrate précédent. 

4'* Sulfate de nickel» — Les solutions de sulfate de nickel présentent, vis-à-vis 
de l'oxyde de mercure, la même indifférence que celle de cuivre et de zinc. 
Aucune transformation n'a jamais lieu ni à froid, ni à Tébullition. 



IV. — Sels 



DE COBALT. 



Les sels de cobalt présentent des analogies très étendues avec les sels de nickel. 

i" Chlorure de cobalt. — L'oxyde de mercure récemment précipité se 
transforme presque instantanément, dans une solution de chlorure de cobalt, en 
une poudre verte constituée par des grains cristallins extrêmement petits, très 
facile à laver. L'oxyde sec ne produit le même composé qu'avec une extrême 
lenteur. 

L'analyse indique qu'il est formé pour loo parties : 

Trouvé. Calculé 

— ^m -^ ,^ pour 

I. II. HgCP.CoCP.eCoO.aoH^O. 

Ilg i5,7 i5,9 i6,5 

GoO 44,0 43,6 43,3 

Cl 12,0 11,9 11,6 

Ces nombres correspondent à la formule 

HgCP.CoCP.6Co0.2oH»0, 

identique à celle que j'ai obtenue pour le chlorure basique mixte de nickel et de 
mercure. 

Que l'on ajoute une petite quantité d'oxyde de mercure, ou une grande quan- 
tité, à une solution de chlorure de cobalt, c'est toujours un chlorure basique 
mixte qui se produit. 

Si** Bromure de cobalt. — Dans une dissolution de bromure de cobalt, une 
petite quantité d'oxyde jaune humide y produit instantanément un précipité vert 
amorphe; une grande quantité y détermine la formation immédiate du même 
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composé. L'oxjde jaune sec et Toxyde rouge le produisent de même sous forme 
d'une poudre cristalline très ténue où Ton peut déceler au fort grossissement de 
petits hexagones. De couleur vert foncé, cette poudre ressemble au chlorure mixte 
précédent et présente d'ailleurs une composition identique 

HgBr*.CoBr*.6Co0.2oUM), 

qu'on peut écrire encore 

(HgBr*.3CoO)(CoBr*.3CoO.)2oHH). 

Analyse, 

Trouvé. 
I. II. Calculé. 

Hg i5,o i4.8 i4,4 

CoO 38, -2 38,8 37,8 

Br 2*2,4 ^^»7 ^^ï^ 

Tout le cobalt est déplacé si la quantité d'oxjde mercurique est suffisante. 

3® Nitrate de cobalt, — Lorsqu'on ajoute à une solution concentrée et froide 

de nitrate de cobalt une certaine quantité d'oxyde de mercure, il se transforme^ 

après plusieurs jours de contact et par des a<;itations répétées, en un composé de 

formule 

(NO»)*Hg.Co0.4H«0. 

Analyse. 




Calculé. 

Quantité pour 100 de Ilg 4i)9 4i}8i ^1^9. 

» CoO... ifijO 16,2 i5,9 

» N*0*. . '25,0 25, o 26, *$ 

C'est un nitrate basique mixte ^ se présentant sous forme d'une poudre 
rouge constituée par des prismes clinorhombiques, isomorphes de ceux du nitrate 
de nickel et de mercure; mais ils en diffèrent en ce qu'ils portent rarement des 
troncatures sur leurs angles. Comme ce dernier, il est décomposable par l'eau, et 
sa formation nécessite l'emploi de solutions de nitrate de cobalt très concentrées. 

Lorsqu'on fait bouillir de l'oxyde jaune sec ou, ce qui vaut mieux, de l'oxjrde 
humide dans une solution de nitrate de cobalt, il s'j dissout peu à peu, puis, si 
l'on abandonne au refroidissement la liqueur filtrée, elle laisse déposer un beau 
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précipité rouge formé de lamelles rliombes. L'analyse ridenlifie avec le nitrate 
mixte précédent. Donc, qu'on fasse agir l'oxjde mercurique à froid ou à chaud, 
on obtient toujours le même sel basique mixte. L'csamen des liqueurs montre 
que de l'oxyde mercuriquc reste toujours en dissolution, ce qui indique qu'il y a 
eu réellement un déplacement. 



4' Sulfate de cobalt. — Les réactions 
nickel se retrouvent dans le cas du sulfati 



négatives fournies par le sulfate de 
de cobalt. L'oxjde mercuriquc ne 



V. — Sels de maîtcanèse. 

i" Chlorure de manganèse. — Lorsqu'on ajoute de l'oxyde mercuriquc 
récemment précipité à une solution de chlorure de manganèse, on a d'abord Ibr- 
matioQ d'un précipité blanc d'hydrate manganeus qui ne Larde pas à brunir par 
suite d'une suroxydalion, faisant place à un précipité gélatineux constitué, ainsi 
que Ilose l'avait démontré, par un osychlorure de mercure mélangé d'oxyde ma n- 
ganoso-manganique. 



2" Nitrate de manganèse. — Au sein d'une solution de nitrate de manganèse, 
l'oxyde jaune humide est remplacé à la longue par un précipité blanc cristallin 



qui se présente au microscope s 

est très lente à froid, et elle nécessite, pOL 

rentrées. L'analyse du précipité donne pou. 



us la forme de prismes hexagonaux. La réaction 
e produire, des solutions 1res cou- 
00 parties : 



(NO^)'Hg.MnO.II=0. 



Hg. .. 
MnO. 

N'O'., 



Ces nombres correspondent au nitrate basique rnixte de manganèse et de 
■ure 

(NO')MIg.MnO.iH'O. 



Ce nitrate est, comme tous ses congénères, décomposable par l'eau avec mise 
en liberté d'oxyde de mercure. Les cristaux blancs noircissent peu à peu à la sur- 



L'oxyde rouge de mercure opposé à une solution de nitrate mangancux donm 
lieu k la formation du même sel basique mixte. 
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Si l'on trailc à chaud une solution d'azotate de manganèse par de l'oxyde nner- 

curique récemment précipité, il y a d'abord précipitation d'une poudre noire 

formée par du sesquioïKj'de de manganèse mélangé à de l'oxyde mercurique; puis, 

si Ton continue l'action de la chaleur, l'oxyde jaune se dissout complètement. La 

liqueur filtrée laisse déposer par le refroidissement un précipité blanc constitué 

pur de petites lamelles orlhorhombiques décomposables par l'eau. Ce composé 

est séché rapidement entre des feuilles de papier et analysé; on trouve pour 

loo parties : 

I. II. 

Hj» 4^-,'i 4^'. fi 

MnO i6/j 10,0 

N* O' 9.5 , u 7'j , '■> 

Ces nombres s'accordent avec la formule du nitrate mixte trouvé plus haut : 

(N0')«Hg.Mn0.4IP0. 



VI. — Sels de ca 



DMIUM. 



I" Chlorure de cadmium. — Si, à une solution concentrée de chlorure de. 
cadmium, on ajoute une petite quantité d'oxyde mercurique, il se précipite instan- 
tanément une poudre blanche amorphe, d'aspect gélatineux, très difUcile à laver. 
Klle est constituée par un oxychlorure de cadmium de formule 

Cd Cl*, (kl 0.7 II» O. 
L'analyse adonné pour 100 parties : 

Trouvé. 
I. II. Calciil<^. 

Gd 5i,8 5o,8 M, 2 

Cl i5,8 i5,6 'fi, «9 

Mais, si l'on ajoute à une solution assçz diluée un excès d'oxyde jaune humide, 
on obtient encore très rapidement une poudre amorphe blanche se déposant très 
facilement. Lavée avec soin à l'eau froide, elle a la composition d'un chlorure 
basique mixte de cadmium et de mercure 

HgCP.CdO.IPO. 
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Analyse. 

Trouvé. 
T. H. Calculé. 

!'{? 19>" 49.» 17,9 

Cd . 28,0 28, -2 9.6,8 

CI 16,5 16,7 17,0 

'>P Bromure de cadmium. — L'oxjde jaune récerameni précipité se transforme 
rapidement à froid, dans une solution de concentration moyenne de bromure de 
cadmium, en un précipite blanc qui se présente en longues aiguilles prismatiques, 
résistant aux lavages par l'eau. 

L'analyse a donné pour 100 parties du composé : 

Trouvé. 
I. 

Hg 38,8 

Gd 94,9 

Hr 3.1,0 

Ces nombres s'accordent avec la formule d'un bromure basique mixte de cad- 
mium et de mercure, de constitution analogue au chlorure mixte trouvé plus 

haut 

HgBr'.CdO.IPO. 

W Azotate de cadmium, — A froid, et dans une solution concentrée de 
nitrate de cadmium, l'oxvde jaune sec se transforme, après un temps très long 
(plusieurs mois de contact avec agitations successives sont nécessaires pour elVec- 
tucr totalement la réaction), en un composé blanc cristallisé. L'oxyde humide 
ajouté peu à peu à une semblable solution de nitrate s'y transforme au contraire 
presque instantanément dans le même composé. Il se présente en lames ou 
|)rismes clinorhombiques blancs, très facilement décomposables par l'eau avec 
mise en liberté d'oxyde jaune. Essorés rapidement, ils constituent un nitrate 
basique mixte de cadmium et de mercure, de formule 

(N0»)»Hg.Cd0.3HH). 
L'analyse donne, pour 100 parties du composé : 

Fac. de T., r S , IV. 3l 





Caiculé 


- — - 


pour 


II. 


HgBr^CdO.lPO 


38,5 


38, 


•2'> , 


9.4,3 


33,7 


34,2 
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Trouv<5. 

I. II. Calculé. 

llg 38/2 38,3 39/> 

CdO a6,o 9.6, -2 25/2 

N«0« • 24,8 25, o 21,8 

En faisant bouillir rox^demercurique dans le nitrate de cadmium, il se dissout 
et, par refroidissement, il laisse déposer un précipité blanc constitué par de 
grosses lames hexagonales dérivées d'un prisme clinorhombique. L'analyse 
montre qu'il est formé par un nitrate basique mixte de cadmium et de mercure 
de même formule que le précédent. Il est d'ailleurs, comme lui, très facilement 
décomposable par Teau. 

4° Sulfate de cadmium, — Les solutions de sulfate de cadmium ne font 
subir aucun changement à Toxjde de mercure. 



VII. — Sels de plomb. 

Chlorure de plomb, — D'après Rose, de l'oxyde mercurique précipite de 
l'oxyde de plomb des dissolutions de chlorure. En réalité, l'oxyde jaune récem- 
ment précipité disparaît peu à peu à froid dans une solution saturée de chlorure 
de plomb et est remplacé par une poudre blanche amorphe, qui est un chlorure 
basique double de plomb et de mercure de composition 

HgCl«.2Pb0.2H=0. 

L'analyse m'a fourni, pour loo parties de matière : 

Trouvé. 
I. II. Calculé. 

/ 

Hg 25,8 25,4 26,4 

Pb 52,0 52,2 53,6 

Cl 9>8 9,9 9,4 

L'azotate de plomb ne m'a fourni, dans les mêmes conditions, aucune réaction. 



VIII. — Sels ferreux. 

L'action de l'oxyde mercurique sur les sels de fer est particulièrement inté 
rossante. 
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i" Chlorure ferreux. — Rose a moDlrt! (]iie, si l'on Iraile une solution de 
cliloriire ferreux par l'o\ytle merciirique, celui-ci noircit par suite de la pr^cipi- 
lation d'oxjdc ferreux, puis redevient rouge. Lorsqu'il n'y a pas assez d'oxyde 
mercuriqiie puur former l'oxy chlorure insoluble, la solution renferme du liiclilo- 
riire. et le résidu insoluble serait formé de clilorure inercureux et d'un osychlo- 
rure de fer. 

.lai repris l'étude du phénomt-ne étudié par Rose; les résultais obtenus ont été 
difTérenls, suivant les conditions de la réaction. 

A une soluLton de cblorure ferreu», préparée soigneusement à l'abri de l'air, 
j'ai ajouté à la fois une assez, grande quantité d'oxyde mercunquc récemment 
précipité. Il s'est formé immédiatement une poudre noire qui, presque instanta- 
nément, prend une couleur jaune brun. Celte poudre, lavée et sécliée, parait 
homogène. En réalité, elle est constituée par \in mélange de chlorure mercureux 
(60 pour 100) et d'ûxyclilorure ferrique très basique. L'eau à l'ébullitior) ne la 
décompose pas, mais l'acide azotique ou l'acide chlorhydrique en séparent à chaud 
une poudre blanche constituée par du chlorure mercureux, et la solution d'oxy- 
chlorure ferrique dans l'acide nitrique montre qu'elle contient 3,5 parties de 
elilore pour 16, 5 parties de fer. 

Mais si, au lieu d'ajouter brusquement une quantité d'ox>de de mercure à la 
solution de chlorure ferreux, on l'ajoute peu à peu, en se plaçant toujours à l'abri 
de l'air, cet oxyds devient d'abord noir, puis jaune brun et llnalement blanc. L.i 
poudre blanche amorphe est însoluMe dans l'acide azotique i froid. Elle est uni- 
quement constituée par du chlorure mercureux. On peut ainsi obtenir des quan- 
tités assez grandes de chlorure mercureux en continuant l'addition de l'oxyde 
jaune humide dans la solution de chlorure ferreux. Celle-ci se charge en même 
temps de chlorure ferrique. 



a° Sulfate ferreux. — Dans une solution de suU'aie ferreux, l'oxyde mercu- 
rique récemment précipité se change iuslantanément en une poudre noire, en 
même temps qu'il j a précipitation du fer sous forme de sulfate ferrique basique. 
Mais, si le contact est assez prolongé, ta poudre noire disparaît et laisse la place 
e poudre jaune amorplie où l'œil aperçoit très nettement des globules de 



de sulfate 



, , J J . .-1 ,, . , ç, 

métallique, et qui, par conséquent, peut être considérée comme un mélange 
"■ ■ - - -" ' d'un sulfate basique de fer de formule 



(S0')»Fe'.Fe'0\«H'O. 



La liqueur provenant de la réaction de l'oxjde mercuriqui 
eux a une coloration rouge; elle ne contient pas de mercure. 
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IX. — Sels ferriques. 

I" Chlorure ferrique, — Rose pensait que le fer du chlorure fern(|ne est 
complèlemciil précipité à l'état de peroxyde avec formation d'oxychlorurc do 
mercure. En réalité, lorsqu'on ajoute de Toxjde mercurique à une solution de 
perchlorure de fer, il se dissout jusqu'à refus, puis en précipite un composé 
rouge gélatineux qui n'est autre que Thydrale ferriquc. Tout l'oxyde de mercure 
reste dissous. 

•>i" Sulfate ferriquc, — Dans une solution de sulfate ferrique, l'oxyde mer- 
curique se transforme instantanément en une poudre amorphe de couleur jaunr- 
citron très dense et se déposant, par suite, très facilement. L'analyse montre 
(|u'elle est constituée par le turbitli minéral 

S()4Ig.îiHgO. 

l^our 100 parties du composé, on a : 

Trouvé. 

I. II. Calculé. 

llgO 88,5 88,3 89,0 

SO* 10,0 11,0 10,9 

.'^" Azotate ferrique, — L'azotate ferrique présente une réaction identique à 
celle du sulfate. L'oxyde jaune humide, après s'être dissous jusqu'à refus dans 
une solution d'azotate ferrique, se précipite sous forme d'une poudre cristalline 
apparaissant au microscope, sous l'aspect de tables hexagonales irrégulières 
appartenant au système monoclinique. Ces tables séchées ne peuvent être com- 
plètement privées de leur eau mère, qui leur communique une teinte jaune due 
au sel ferrique entraîné (la proportion de fer ainsi fixé est de 4 pour 100). Ces 
cristaux présentent la composition d'un azotate basique de mercure dc\jà connu, 

(NO')«Hg.ngo.nM). 

Sur 100 parties de matière, l'analyse donne : 



Prouvé. 



I. II. Calculé. 



/ • w 



îïg 7», 9 Ta?» 7» 

N« 0® p. 1 , 3 i I , i }.}.,x 
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X. — Sels divkus. 

J'examinerai, dans ce paragraphe, i*aclion qu'exerce l'oxyde de mercure sur 
(juelques sels particuliers. 

i" Chlorure de bismuth, — Dans une solution de chlorure de bismuth, 
Toxjde mercurique se dissout immédiatement et en précipite une poudre blanche 
(pii est un oxychlorure de bismuth, BiOCI. 

•4'' Nitrate de bismuth. — L*oxyde jaune humide se dissout encore de suite 
dans une solution de nitrate de bismuth, puis en précipite une poudre blanche 
constituée par des lamelles cristallines soyeuses. Lavées à Teau et séchées, elles 
correspondent au sous-nitrate de bismuth à une molécule d'eau 

(N(P)Bi0.11*0. 

Pour loo parties, j'ai trouvé : Bi-'O^, 7G et 76,1 ; le calcul exige 7<i,3. 
Tout Toxyde mercurique passe dans la dissolution. 

3" Nitrate d^aluminium. — A froid, dans les solutions concentrées de nitrate 
d'alumine, l'oxyde mercurique n'éprouve aucun changement; mais en le faisant 
bouillir dans la solution il se dissout lentement. La liqueur filtrée laisse déposer, 
par le refroidissement, une poudre blanche, légèrement jaunâtre, formée par des 
prismes clinorhombiques et de grosses lames hexagonales dérivant par clivage 
des premiers. 

L'analyse du composé a donné, pour 100 parties : 

Trouvé. 

I. II. Calculé. 

(N0=»)* '2 1,0 20, g A'i^'x 

"g 7», 2 71,4 7<,7 

Ces nombres correspondent à la formule 

(NO')'Hg.UgO.H*0. 

C'est donc un nitrate basique de mercure identique à celui que j'ai précédem- 
ment obtenu avec les solutions d'azotate ferrique. 

/î** Nitrate d'uranium, — Lorsqu'on ajoute de l'oxyde mercurique à une 
solution assez concentrée de nitrate d'urane, il se dissout jusqu'à refus, puis se 
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précipite sous forme d'une pondre auiorphe jaune qui, lavée à Teau et sécliéc, 
présente encore la composition du nilrate basique de mercure précédent. Ce com- 
posé est toujours souillé par des traces d*uranium. 

On voit que ce nilrate basique de mercure a une grande tendance à se fornier 
dans les solutions qui sont surtout très acides. 



Comparaison* des divers ri'isiltats obtems a\ec l'oxyde merci riqlk. 

En résumé, Toxjde mercuriquc opposé aux solutions des sels métalliques ne 
se borne pas, comme Rose Tavait indiqué, à déplacer simplement Toxyde des solu- 
tions des chlorures. 

J'ai trouvé, en elTet, (|uMl agissait aussi sur les solutions concentrées des azo- 
tates. 

La réaction est très rapide avec les chlorures et les bromures, surtout lorsque 
Ton opère avec Tox^de jaune récemment précipité. Elle est au contraire d'une 
extrême lenteur avec les azotates, et elle exige pour se produire des solutions très 
concentrées. 

I^orsque Ton (ait agir Toxyde mercurique à chaud sur les solutions des azo- 
tates, il commence toujours par se dissoudre, puis la liqueur abandonne par 
refroidissement un sel basique. 

Dans aucun cas on n'obtient ce que Rose avait indiqué, savoir un simple dé- 
placement d'oxyde métallique. Il y a toujours formation d*un sel basique simple 
ou d'un sel basique mixte. 

Les sels basiques simples que j'ai obtenus étaient tous connus. Les sels basiques 
mixtes, que j'ai obtenus pour la première fois, dérivent, pour les azotates, d'un 
nitrale basique de mercure 

(N0»)»Hg.Hg01IM) 

par le remplacement de i"*°* d'oxyde de mercure par i'""* d'oxyde métallique. 

Les chlorures et les bromures basiques mixtes ne correspondent généralement 
pas à des sels basiques simples connus. 

Quelle que soit la dissolution, on trouve toujours que tout ou partie du mer- 
cure est passé en solution. 
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CHAPITRE IL 

ACTION DES HYDRATES DE CUIVRE SUR LES DISSOLUTIONS AQUEUSfciS DES 
SELS MÉTALLIQUES. — SELS BASIQUES MIXTES DU CUIVRE ET D'AUTRES 
MÉTAUX. 



Dans ce travail, j'ai employé deux liydrales de cuivre 1res bien définis : 
1° rhydrale télracuivrique brun, obtenu à partir de Fhjdrate bleu par déshydra- 
tation à loo", de formule Cu*0'(OH)^, dont la composition a été établie par 
M. P. Sabatier(*); 2** Thydrale bleu de Péligot, de formule Cu(0H)2, préparé 
d'après les indications données par cet auteur. Exceptionnellement, j'ai fait usage 
de l'oxyde de cuivre noir CuO. 

Je décrirai successivement l'action exercée par ces hydrates sur les solutions 
des sels (chlorures, bromures, nitrates et sulfates) des métaux suivants : zinc, 
nickel, cobalt, manganèse, cadmium, mercure, plomb. J'indiquerai ensuite les 
résultats obtenus avec quelques autres sels. 

Dans une Note publiée récemment (2), et pendant que je faisais ce travail, 
M. Recoura a étudié l'action de Thydrate de cuivre sur les solutions des sulfates 
métalliques. 11 a obtenu dans chaque cas, et suiVant les conditions de tempéra- 
ture où il a opéré, des combinaisons amorphes constituées par des sels basiques 
mixtes de cuivre et d'autres métaux. Ces composés auraient une composition bien 
différente suivant qu'ils ont été produits à froid ou à l'ébullilion. Les résultats 
auxquels m'a conduit l'élude du même phénomène sont complètement diflerents 
de ceux obtenus par M. Recoura. 



I. - S 



ELS DE ZINC. 



!'• Chlorure de zinc, — M. André a déjà étudié en 18870 l'action exercée 
par l'oxyde de cuivre sur le chlorure de zinc. Au contact d'une solution bouillante 
de chlorure de zinc, l'oxyde de cuivre récemment précipité et encore humide se 
transforme rapidement en une poudre verte qui, bouillie dans la dissolution pen- 
dant quelques heures, a présenté la composition d'un chlorure basique mixte très 
complexe auquel il a assigné la formule (Zn Gl^.Zn O.2 Cu 0)(Zn Cl^.3 CuO.ôH* O). 

Par l'emploi de l'hydrate télracuivrique, j'ai obtenu un résultat sensiblement 



( ') Comptes rendus, t. CXXV, 1897, p. loi et 3oi. 
(*) Comptes rendus, t. CXXXII, 1901, p. 14 14- 
( ') Comptes rendus, t. G VI, 1887, p. 854- 
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(liflerent. En ajoulanl ù une solulion froide el peu concentrée de chlorure de 
zinc une cerlaine quantité d'hydrate brun encore humide, j'ai obtenu, après 3 à 
4 jours de contact et après quelques agitations, une poudre bleu vert consti- 
tuée par de petits hexagones ou de petites lamelles rhombes microscopiques. 
Cette poudre bleu vert se produit avec une extrême lenteur si, au Heu d'hydrate 
humide, on emploie l'hydrate sec. 

I/analyse de ce composé a donné pour loo de matière : 

Trouve. 
I. 

CuO 5.ï,8 

Zn I '»,o 

CI iG, > 

Ces nombres s'accordent suffisamment avec la formule 

ZnCl*.3CuO./inM). 

On a donc affaire à un chlorure basique mixte de cuivre et de zinc répondant 
au chlorure tétracuivrique Ou CP. 3 CuO. 3 11^0 par le remplacement d'un atome 
de cuivre par un atome de zinc, ou au chlorure tétrazincique ZnCl*.3Zn0«5H2O 
par le remplacement de 3"*** d'oxyde de zinc par 3™°' d'oxyde de cuivre. 

En ajoutant l'hydrate brun à une solution chaude de chlorure de zinc, ce même 
sel basique mixte s'obtient après quelques minutes de contact et il se produit 
toujours, quelle que soit la concentration de la solulion. 

Si l'on examine la dissolution de chlorure de zinc après la réaction, on con- 
state qu'elle contient du cuivre. Il résulte de ce fait qu'il y a eu déplacement d'une 
partie de chlorure de zinc par une certaine quantité d'oxyde de cuivre. 

L'hydrate bleu de Péligot bouilli avec une solution de chlorure de zinc déplace 
en partie l'oxyde de zinc et passe dans la dissolution. La poudre amorphe bleu 
pâle résultant de ce déplacement ne peut pas èlrc considérée comme un corps 
bien défini. 

2" Bromure de zinc, — L'action de l'hydrate tclracuivrique sur le bromure 
de zinc est de tout point parallèle a celle du chlorure. Après quelques jours de 
contact et à froid, l'hydrate brun s'est transformé en une poudre verle. Examinée 
au microscope, elle apparaît formée par des lamelles hexagonales allongées se 
î^roupanl en étoiles à six branches. 

J'ai obtenu très rapidement ces même étoiles en faisant bouillir directement 
rhydrale tétracuivrique dans une solution quelconque de bromure de zinc. Lavées 
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à Teaii froide el scellées, elles présenlent la composilion d'un broimire basique 
inixle de cuivre el de zinc de fornuile 

ZnBr-.3Cu0.4U*0. 

L'anal \ se a donné pour loo de matière : 

Trouvé. 
I. IL Calculé. 

CuO 45,0 44,0 44,3 

Zn 12,0 12,2 I2,;>. 

Br 29,7 29,6 29,9 

L^h>drate de Péligot opposé à froid ou à chaud à une solution de bromure de 
zinc m'a fourni un composé amorplie sans inlérêl. Il y a néanmoins déplacemenl 
de bromure de zinc et dissolution d'oxyde de cuivre. 

L'oxyde de cuivre noir, mis à bouillir pendant plusieurs heures dans une solu- 
tion de bromure de zinc, m'adonne un précipité vert cristallin constitué par de 
fines lamelles. C'est un composé bien défini répondant au bromure basique mixte 
de cuivre el zinc, mais contenant 2*°"* d'eau de moins. Le corps, bien lavé ù l'eau 
pour le débarrasser des parcelles d'oxyde noir non transformées, a donné à l'ana- 
lyse : 

Théorie 
pour 
II. ZnBr2.3CuO.2lPO. 

Quantité de GuO pour 100. 47»o 47>^ 47,^ 

Quantité de Zn pour 100.. . i3,o 12,7 i3,o 

Quantité de Br pour 100. . . 33, o 32,8 32, i 

nombres vérifiant la formule 

ZnHr*.3Cu0.2H*0. 

Les deux bromures mixies répondent, à la quantité d'eau près, au bromure tétra- 
cuivrique CuBr'.3Cu0.31i-0. 

3" Azotate de zinc, — J'ai ajouté à froid de l'hydrate brun humide à une dis- 
solution de zinc de concentration moyenne. Après plusieurs jours de contact, il 
a clé transformé en une poudre verte cristalline formée de lamelles hexagonales; 
la solution contenait du cuivre. 

En faisant varier la concentration des dissolutions, la quantité d'hydrate brun 
réagissant cl la température de la réaction, le résultat a été toujours identique. 
Fac. de T,, a* S., IV. 32 
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J'ai obtenu dans tous les c»s. dans de» dissolutions contenant des <|iiaalîtc« de 
niiraie de zinc comprises entre u**"' et l de molécule par litre, la même poudre 
verte. L'analjrse de* divers cch.intîllons reciicîllis dans ces solutions m'* donné 
{luur loo parties de matière : 

Troun>. Théorir 



CuO i9,<, 

ZnO 17,0 

K'O» ïi,u 



III. (.^C, 


l'Zo.JCiiO.llliO. 


J9,î 


(9,î 


"i.g 


16, S 



(les noinlircs s'accDrilt^nl cofi)|il£lr'm<?ril avec la formule 
{NO'}'Zri.3Cu0.3IPO. 

t^Vst donr à un nilratc basique mixte de zinc cl de cuivre que l'on a affaire. Il 
répond an nitrate tétrucuivrique (NO' )* Ou. 3 Cu 0.311^0, avec lequel il pr^-senle 
un iïoniorpbisinc compk-1. Il se présente, en elTct, en lamelles clinorbombiques 
dans lesquelles l'angle des faces m est de 83" 3o', toujours mélangées ù d'autres 
lamelles licxagonules dérivant des premières par des Ironcalures sur a. On les 
voit souvent se grouper en étoiles; celle parliculurilé n'est pas propre nu nitrate 
mixte de zinc et de euivrc; elle est générale et appartient à presque tous les corps 
iimilaires oblcniti avfic les iiiilres nitrates mélalliqiicfi. L'cxamon de ces cristaux d 
de la grande majorité de ceux qui seront décrits ultérieurement est dtl ù mon 
collègue cl ami I'. Oop, agrégé préparateur. Je suis bcuroux de hii adresser ici 
tous mes remerclmeiils. 

Si l'on examine les solutions de nitrate de zinc on s'est |iroduiLe la réaction, 
on constate qu'elles contiennent toutes du cuîvrc, et celle quantité dissoute est 
d'autant plus grande que la dissolution de nitrate est plus roncentrée. Il résulte 
néanmoins, des divers dosages que j'ai clVcctnés, que celte quantité n'augmente 
pas indélîniaienl avec les transformations répétées d'iiydrate tétracuivriquc en 
HÏtralc basique. Il semble qu'il y ait ime limite assez diflicile à préciser. 

L'hydrate bleu de Féligol a donné, avec une dissolution de nitrate de zinc soit 
à froid, soit A l'ébullîtion, un précipité amorpbe de couleur bien pâle. L'analyse 
montre qu'il est formé par du nitrate de zinc mélangé sans doute à de l'hydrate 
bleu non encore Iranitformé ; il est peu intéressant. La présence du enivre dans la 
dissolution montre qu'il y a réellement déplacement de nitrate de ztnc par l'oxjdc 
de cuivre. 



i" Hiil/ate d,- ; 



■ D'après M. Recoura ('), de l'hydrate do cuivi 



Cj Compiei rtndui. l.CXXXJI, 
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contact avec une solution de sulfate de zinc el chauffé jusqu'à 70" donne une poudre 
vert bleuâtre pâle. Après quelques minutes d'ébullilion, la liqueur n'a pas pré- 
senté de traces de cuivre; mais une certaine quantité de sulfate de zinc a été 
enlevée à la solution par l'hydrate de cuivre, et cette quantité n'a plus varié, 
quelle que fût la durée de TébuUilion. Le composé vert bleuâtre amorphe 
obtenu a la composition du sulfate basique mixte SO*Zn .3CuO-4- aq. A la tem- 
pérature ordinaire, après plusieurs heures, quelquefois après plusieurs jours de 
contact avec agitation continuelle, M. Recoura a obtenu le composé 

24Cu0.7S()*ZnH-aq. 

sous forme d'une poudre amorphe bleu pâle. 

Les résultats auxquels je suis arrivé par Temploi de l'hydrate tétracuivrique 
sont complètement différents. Ayant placé à froid une petite quantité de cet 
hydrate dans une solution moyennement concentrée de sulfate de zinc (environ 
^ molécule de sulfate au litre), j'ai obtenu, après 7 à 8 jours de contact, une 
poudre bleue qui, sous le microscope, apparut constituée par de petits hexa- 
gones. L'examen de la liqueur y décela la présence du cuivre. 

A cette solution ainsi modifiée par cette première réaction j'ai ajouté une 
nouvelle quantité d'hydrate tétracuivrique humide; au bout de plusieurs jours et 
à froid, il s'est transformé en une poudre verte formée par des lamelles quadran- 
gulaires. Lavées à l'eau froide et séchées, elles ont présenté la composition d'un 
sulfate basique mixte de zinc et de cuivre, de formule 

aS0*Zn.3Cu0.i2H*0. 
L'analyse a, en effet, donné, pour 100 parties du composé : 

Trouvé. 
I. II. Calculé. 

GuO 3o,4 3i,o 3o,7 

ZnO 9-0,8 20,5 20,9 

SO' 20,8 20,5 20,6 

A la liqueur provenant de cette deuxième réaction j'ai ajouté une troisième 
fois, puis une quatrième, puis une cinquième, une nouvelle quantité d'hydrate 
brun humide. Dans tous les cas, j'ai obtenu le même composé vert cristallisé en 
lamelles quadrangulaires et répondant au même sulfate basique mixte. 

Des phénomènes de tous points parallèles se sont produits en plaçant le 
mélange dans un bain-marie de 70°; dans ce cas, la réaction a été beaucoup plus 
rapide, et il a sufG de quelques heures pour la totaliser. 
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Il résulte de celle expérience que deux com|>osés de crislallisalion, de couleur 
cl de composilion différenles (la suile de ce Iravail vérifiera celle dernirre 
assertion), prennent naissance suivant que Ton fait réagir l'Iiydrale sur une so- 
lution de sulfate de zinc pure ou sur une solution modifiée par la présence de 
cuivre. 

Pourquoi ces deux étapes? La présence de cuivre serait-elle donc nécessaire 
pour produire le sulfate pentamétallique '^SO^Zn .3CuO .laH^O, ou bien la 
couccnlralion de la solution intervient-elle pour modifier la réaction? 

Envisageant cette dernière hypothèse, j'»i étudié la marche du phénomène 
produit par Thydrate tétracuivrique sur des dissolutions de concentration 1res 
variables, comprises entre 3'"°* et moins de j^ de molécule de sulfate de zinc par 
litre. Les unes, les plus concentrées, ont été étudiées à froid et à une température 
de 80** a 90"; les autres, de concentration inférieure à y de molécule par litre, ont 
été étudiées à chaud vers 80® à 90". 

Disons de suite que les résultats obtenus à froid et à chaud, pour les premières 
solutions, sont complètement parallèles, et, par suite, afin d^accélérer le phéno- 
mène, toutes les réactions peuvent être produites à chaud. Je me suis servi, à cet 
ellet, d'un bain-marie chauflTé à une température de 80" à 90** et dans lequel je 
plongeais les flacons où devait se faire la réaction. Je décrirai successivement les 
phénomènes que j'ai observés pour chaque solution. 

Solution (1) à 3'""* de sulfate de zinc par litre, — A 100*^"*' d'une solution 
contenant 3"*"' de sulfate par litre j'ai ajouté une quantité d'hj'drate brun humide 
correspondant à environ o', 5o de CuO. Après digestion dans un bain-marle 
à 50** pendant 8 à 10 minutes, cet hydrate s'est transformé en une poudre verte 
formée de prismes allongés appartenant au système quadratique et à biréfringence 
faible. L'analyse de ce corps m'a montré qu'il élait constitué par un sulfate 
basique mixte de zinc et de cuivre, de formule 

2SO*Cu.32n0.i2H*(). 
L'analyse a donné, pour 100 parties de matière : 

Trouvé. 

I. II. Calcule. 

CuO iijO ?.o,8 20,4 

ZnO 3o,6 3i,o 3i,^ 

SO' ,... -jn ,0 20,8 20,6 

Une portion de la solution a été analysée; cette analyse a montré que les 
loo*'"'* de sulfate de zinc ont dissous 0^,16 d'ox\de de cuivre. 
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Dans celle première élape, l'hydrate brun a donc déphicé une parlie du sul- 
fale de zinc à raison de 3™**^ d'oxyde de zinc pour i*"*** de CuO. La réaction peut, 
dès lors, èlre exprimée par l'équation suivante : 

3S0*Zn -+- 3 CuO -h aq. - 'iS()M:u.3Zn0.ac|.-f- S()*Cu, 

ou bien encore 

ip.SO^Zu-+-3Cu^OMI-0-Haq.:=4(2SO^Cu.3Zn0.aq.)-H4SOM:u4-aq. 

lille exprime, ce qui est conforme à l'analyse, que j de la quantité d'oxyde de 
cuivre est passé dans la dissolution. 

Si, niainlenant, on ajoute à la solution de sulfate de zinc, modifiée par la pré- 
sence de cuivre, une nouvelle quantité d'hydrate brun humide, le résultat change. 
On obtient encore un composé vert formé de prismes quadratiques où l'analyse 
révèle une moins grande quantité d'oxyde de zinc et plus d'oxyde de cuivre cpie 
dans le sulfate 2SO*Cu.3Zn0.i2H^O. 

L'analyse de deux échantillons a donné, pour 100 parties du composé : 

I. II. 

CuO 2''», 5 25,. i 

Zn O 9/3,2 Jî'j ,0 

SO' 21,0 21,0 

« 

Si Ton fait la somme des deux oxydes CuO et ZnO (25,5 -H 20,2) == 50,7, 
nous la trouvons sensiblement égale à (21 ,0 -h 3o,6) = 5i ,6, c'est-à-dire à la 
somme des oxydes du sulfate à 3"*°* d'oxyde d^ zinc. Le composé correspondanl à 
celte analyse pourrait être représenlé par la formule 

2S()M:u.2ZnO(îZn().iCuO).i2HH), 

■ 

dérivant du sulfate 2SO* Cu .3Z.nO . i2H^0 par remplacement de :} molécule 
de ZnO par "5 molécule de (>uO. 

Si l'on analyse une portion de la solution de sulfate de zinc, on constate que 
la quantité de cuivre dissoute y est plus grande qu'après la première réaction; 
elle a élé, en effet, de 0^,20 dans un cas, de o^, 25 dans un deuxième, le tout 
rapporté à loo*^"*' de solution; l'hydrate tétracuivrique ajouté avait été sensible- 
ment de 16 de CuO. A cette solution j'ai ajouté une troisième fois, puis une 
quatrième, de nouvelles quantités variables d'hydrate brun. Le sel basique mixte 
formé dans chaque cas était isomorphe des précédents, mais non identique. 
L'analyse y révélait des quantités d'oxyde de cuivre toujours croissantes et des 
quantités d'oxyde de zinc décroissantes. 
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Finalement, après un nombre de réactions variables, j'obtenais une combi- 
naison de composition toujours constante répondant au sulfate mixte 

2S0*Zn.3Cu0.i2H*0. 
L'analjse a montré que, pour loo de matière, on avait toujours : 

Trouvé. 

I. II. Calcule. 

CuO 3o,o 3o,8 3o,7 

ZnO 'ÀO,2 20, G '^0,9 

SO^ 20, G 20, > •>o,G 

L'addition d'hjdrate brun humide avait, dans ces diverses réactions, modifie 
légèrement la composition de la solution. A la (in, quand ce sulfate à 3 CuO s^csl 
produit, l'analyse m'a montré que la quantité de sulfate de zinc par litre n'élail 
plus que de ^50^,4? soit un peu plus de a"***. 

Solution (2) à 2"*''* de sulfate de zinc au litre, — J'ai ajouté, à loo*^"*' d\inc 
telle solution, une quantité d'hydrate brun correspondant approximativement ù 
1^ de CuO. Le mélange a été mis au bain-marie à 80"; il s'est produit, au bout 
de 10 minutes, une poudre verte formée de prismes du système quadratique; 
cette poudre, lavée à l'eau froide et séchée, a présenté la composition du sulfate 
basique mixte déjà trouvé plus haut 

2S0*Cu.3Zn().i2lP(>. 
L'analyse a donné, pour 100 parties de matière : 

Trouvé. 

I. II. Calcule. 

CuO 9.0,2 20,4 ■Jto,4 

ZnO 3o,8 3o,<) 3 1/2 

SO' 20,0 20,2 20, G 

La quantité de cuivre dissoute par les 100*^°*' de solution a été de O'^, '>.5 de CuO. 

A cette liqueur de nouvelles additions d'hydrate tétracuivrique ont donné des 
combinaisons isomorphes de la précédente, où la somme des deux oxydes reste 
constante et égale à des nombres variant entre 5o et 5i pour 100. L'analyse du 
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composé obtenu après la deuxième addition d'hydrate brun m'a donné, pour loo 

de matière : 

I. II. 

CuO 25,5 25,3 

ZnO 25, o 24,2 

S03 21,6 21,2 

Apres la troisième addition d'une quantité quelconque d'hydrate brun : 

I. II. 

GuO 27,0 27,0 

ZnO 23,0 a3,2 

SO' 21,6 21,5 

Enfin, après une quatrième addition d'hydrate brun, j'ai obtenu le sulfate 

basique mixte 

2S0*Zn.3Cu0.i2H*0. 

En ce moment, l'analyse de la liqueur m'a montré qu'elle contenait encore 
juioi 5 jg sulfate par litre. 

Si, au lieu d'ajouter à des solutions de concentration supérieure à 1"*"* de sul- 
fate au litre une très petite quantité d'hydrate brun, on en fait réagir à la fois un 
grand excès (soit 3^ de CuO dans 100*"*), on obtient encore des lames quadra- 
tiques. Leur analyse donne, pour 100 parties de composé : 

I. II. 

CuO 26,3 2G,i 

ZnO 24,4 25,0 

S03 21,3 21,0 

• 

La somme des oxydes CuO-f-ZnO est encore égale à 00,7 et 5i,i. On a 
aflaire, dans ce cas, à un mélange de composés isomorphes identique à ceux que 
fournissaient des additions successives, et en petite quantité, d'hydrate brun. 

Solution (3) à i"*°* de sulfate de zinc au litre. — A deux échantillons 
de lOo'""' d'une telle solution et à 100*^"' d'une autre solution de concentration 
un peu inférieure j'ai ajouté une quantité d'hydrate brun correspondant à 
environ op,3o de CuO. Après 10 à i5 minutes de contact à 80** j'ai obtenu, dans 
les trois cas, une poudre bleue amorphe. Lavée à l'eau froide et séclice, elle a 
donné à l'analyse la composition suivante : 
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I. II. III. 

Quanlilé pour 100 de GuO. . . Ji,o 33,8 33, o 

» ZnO... 17,8 17,1 17,3 

)» SO^ 18,1 18,0 17,5 

nombres qui correspondraient approximalivenient à un composé de formule 

SO*Zn.2Cu0.8H«0. 

Sur o*,3o de CuO mis à réagir 0^,08 est entré en dissolution dans deux cas, 
el 0^,10 dans l'autre. Les quantités d'oxyde de zinc mises en liberté sous forme 
de sulfate ont été de 0^,099 dans une solution, de 0^,110 dans une autre. 

A ces solutions ainsi modifiées par la présence d'une petite quantité de cuivre 
une nouvelle addition d'une petite quantité d'hydrate brun humide m'a donné, 
après i5 à 20 minutes de contact à 3o°, une poudre verte formée de lamelles 
quadrangulaires répondant au sulfate basique mixte de formule 

2SO^Zn.3Cu0.i2U*0. 
L'analyse a donné pour 100 parties de composé : 

I. II. 

GuO 3i,'2 3i,o 

ZnO v».o,i '20,1 

SO' 20,0 il)j83 

Ue nouvelles additions d'hydrate télracuivrique m'ont, avec ces solutions, con- 
duit au même résultat. Après plusieurs réactions, j'ai calculé la quantité d'oxyde 
de cuivre dissoute; deux analyses m'ont fourni les nombres 0^,091 et 0^,097 pour 
l'une des solutions, les nombres 0^,1 o3 et 0^,1 1 pour une autre, c'est-à-dire une 
quantité approximativement égale à celle qui avait été dissoute après la première 
addition des o^,3o d'hydrate brun. Il résulte de là que la quantité d'oxyde de 
cuivre que peut dissoudre la solution de sulfate de zinc parait limitée. 

Un phénomène identique à celui que je viens de décrire se produit d'une façon 
régulière si, au lieu d'opérer à chaud, on effectue la réaction à froid. La vitesse 
de ta transformation est simplement diminuée. Dans deux échantillons d'une 
solution de sulfate de zinc à une molécule au litre, une petite quantité d'hydrate 
brun s'est transformée au bout de 4 à 5 jours en un précipité bleu qui se pré- 
sente sous forme de très petits globules cristallins et qui donne à l'analyse la 
composition suivante : 
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Trouvé. 

L H. 

Quantité pour 100 de CuO 35, o 34, ^i 

» ZnO i8,6 17,9 

» SO* 17 16,7 

Ces nombres répondent approximativement au composé 

S0*Zn.2Cu0.8H«0, 

r/est-à-dire au composé obtenu à chaud dans les mêmes conditions. Mais tandis 
que précédemment il constituait une poudre amorphe, dans le cas actuel, la 
réaction ayant été beaucoup plus lente, j*ai pu l'obtenir à Tétat cristallisé. 

La liqueur provenant de cette première transformation contient du cuivre. 
L'addition de nouvelles quantités d'hjdrate brun y produit, après plusieurs jours 
de contact^ unepo.udre verte constituée par des prismes quadratiques de formule 

aSO*Zn.3Cu0.i2H*0. 

Analyse, 

Trouvé. 

I. H. 

CuO 3i 3o,8 

ZnO 20,3 19,9 

SO* 20,7 CIO, 4 

A partir de ce moment, on obtient toujours ce même composé à froid quand on 
fait agir de nouvelles quantités d'hydrate brun. 

Les phénomènes ne sont pas tout à fait identiques si l'on fait varier la quantité 
d'hydrate de cuivre du début. En ajoutant à loo*"' d'une solution de sulfate de 
zinc, contenant une molécule au litre, une quantité d'hydrate tétracuivrique 
humide correspondant à environ 2^ de CuO, j'ai obtenu, après quelques minutes 
de contact à 80°, un précipité vert constitué par des prismes quadratiques iso- 
morphes des sels obtenus précédemment. L'analyse de ce composé a donné pour 

100 parties de matière : 

I. II. 

CuO 28,0 27,6 

ZnO 22,5 23, o 

SO» 21,3 21,7 

En faisant la somme des quantités d'oxyde qu'il renferme (CuO + ZnO) on la 
Fac, de T., a« S., IV. 33 
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trouve ^gale à 5o,5 et 5o,6. Nous avons aiïaire, sans doiiie, dans ce cas ù un 
mélange de corps isomorphes, identique à ceux que m'avaient fournis les solu- 
tions I et 3. 

Après cette réaction, une addition nouvelle d'une quantité d'Iijdrate brun 
détermine la formation du composé aSO'Zn.SCuO. laH'O. 

Il résulte de ces expériences que la production normale du composé penla- 
métailique aSO' Zn.3CuO .1 aH'O exigerait la présence d'un peu de cuivre 
dans la dissolution. S'il en est ainsi, on doit pouvoir obtenir du premier coup ce 
sulfate basique en ajoutant de l'hydrate brun à une solution de sulfate de zinc 
à une molécule contenant un peu de sulfate de cuivre. L'expérience a vérifié mes 
prévisions. La présence du cuivre évite donc le passage par un sel intermédiaire. 

Solution (4) ù j molécule de sulfate de zinc au Une. — J'ai pris trois écban- 
tillons de loo'"' d'une solution contenant 5 molécule de sulfate au litre, et deux 
échantillons de 100™' d'une solution contenant un peu moins de j molécule 
(soit i3o« BU litre). Par addition d'une petite quantité d'hjdrate brun humide 
j'ai obtenu à froid après plusieurs jours, au baio-marie à 80" après ao à 3o mi- 
nutes, une poudre bleue constituée par de petits cristaux hexagonaux. L'analyse 
des dilTérents précipités recueillis m'a douné pour 100 parties de matière : 



SO'Zn.iCuO.SIPO. 



GuO 40, a 38,7 ^,° 

ZnO ao,o 3o,5 ig,6 



Ces nombres s'accordent suflisamment avec la formule 

SO'Zn.aCuO.SH'O. 

Les solutions provenant de cette première réaction contiennent du cuivre. Une 
addition nouvelle d'hydrate brun y détermine dans toutes un composé verL 
cristallisé en lames quadratiques auquel l'analyse a révélé la composition sui- 
vante : 

I. tl. 

QuaiUiié de CuO pour 100 3i,a 3i,i 

» ZdO <. 20,0 ao,i 

SO» » ao,o ïo.i 

nombres s'accordant parfaitement avec le sulfate basique mixte 

aSO'Zn.SCuO.iaH'O. 
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lëme composé par des addili< 



A partir de ce momeni, j'ai toujours oblcnii c 
successives el souvent répétées d'hjdrate brun. 

Si, au lieu de faire réagir sur les solutions primitives à | molécule une petite 
quantité d'hydrate tctracuivri(|ue, on leur oppose une quantité correspondant 
à 1^, 5o ou 2", on obtient du premier coup une poudre bleu vert qui, examinée au 
microscope, apparaît constituée par un mt-lange de petits hexagones et de lamelles 
quadrangulaires. Il est probable, dans ce cas, que les cristaux hexagonaux ont dû 
se former tout d'abord pendant qu'un peu de cuivre s'est dissous; à ce moment 
rh)drale n'ajanl pas encore réagi se trouve dans le milieu favorable à la produc- 
lion du sulfate penLainélalllque, et il se transforme en ce dernier composé. 



Solution (5) à ~ tte molécule de sulfate de zinc au litre. — Deux portions 
de loo'"-' d'une telle solution ont été prélevées. Après 3o à ^o minutes de 
contact à 80°, une petite quantité d'hjdrale brun s'est transformée dans ces 
solutions en une poudre bleu vert constituée dans un cas par de petites lamelles 
hexagonales mélangées à des lames quadrangulaires, dans un autre par de grosses 
lames hexagonales. Une troisiènle solution a fourni à froid, après plusieurs jours 
de contact, celle même poudre verte où l'on constate la présence de lamelles 
quadrangulaires et hexagonales. Le plus souvent, ce sont donc deux composés 
bien différents qui prennent naissance simultanément dans ces solutions. Celles-ci 
contiennent du cuivre après la réaction; de nouvelles quantités d'hjdrate brun 



transforment alors à froid et à chaud < 



allons, 



appaf 



système quadratique, et répondant à la formule du sulfate basique mixte 
aSO'Zn.SCuO. I2H'0. Cette expérience vérifie donc encore noire hypothèse 
première, à savoir que le composé pentamétaltique ne peut prendre naissance que 
dans des solutions contenant déjà une petite quantité de cuivre. 



Solution (6) « 7 de molécule de sulfate de zinc au litre. — Dans de telles 
solutions, et dans des solutions contenant une quantité de sulfate comprise 
entre y et | de molécule, l'hvdratc brun en quantité faible {of,-io de CuO) s'est 
Iransformé à froid au houtdeplusicurs jours, à 80" après 4^ minutes, en une poudre 
vert bleu constituée par des lamelles hexagonales. Une quantité plus élevée 
d' hydrate (i^ à i*,5o de CuO) a fourni un mélange de lamelles hexagonales et de 
prismes quadratiques. Après une première réaction, ces solutions, qui contiennent 
du cuivre, continuent à donner, par addition de nouvelles quantités d'hydrate 
télraculvrique, un mélange de prismes hexagonaux et quadratiques. Dans un cas 
toutefois j'ai obtenu exclusivement ces derniers; mais généralement les deui 
espèces se produisent en même temps. 



Solution (7)0 I de molécule de sulfate de zinc au litre. — Dans trois échan- 
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tillons d'une telle sohilion, Th^drate brun a donné, après une heure de conlact 
à 80'', une poudre vert bleu constituée par des lamelles hexagonales. Lavées 
à Tcau et séchées, maintenues pendant 24 heures à rexsiccaleur, elles ont pressente 
la composition suivante : 

Trouvé. Théorie 

I. 

Quantit<^ pour 100 de CuO ^8,7 

» ZnO . . . . 16,8 
V SO* 17,1 

Ces nombres correspondent sufiisamment au composé 

S(VZn.3Cu0.5H»0; 

c'est donc un composé bien diflférent de ceux que j'avais trouvés jusqu'ici. 

Les trois solutions qui m'ont fourni ce sulfate mixte contiennent une petitr 
quantité de cuivre dissoute. Je leur ai ajouté une nouvelle quantité d'hydrate 
brun; après 4^ minutes à i heure de contact au bain-marie à 80% j'ai obtenu dans 
deux solutions le même composé vert bleu constitué exclusivement par des 
lamelles hexagonales, dans la troisième un mélange d'hexagones et de prismes 
quadrangulaires. De nouvelles additions d'hvdralc brun m'ont conduit tant«^t 
à un mélange, tantôt à la production unique d'hexagones. 

Des solutions contenant de 4 à g de molécule de sulfate au litre m*ont fourni 
des résultats similaires. 

Solution (8) contenant des quantités de sulfate de sine inférieures à j de 
molécule par litre. — Dans de telles solutions l'hydrate tétracuivrique ne réagit 
pas à froid; la concentration n'est pas suffisante. Mais à une température de Se*' 
à 90^, la réaction est facile. Lente avec les solutions très diluées, elle s'accélère 
au fur et à mesure que la teneur en sulfate de zinc croît. J'ai fait des solutions 
contenant les unes un peu moins de j de molécule de sulfate de zinc par litre, 
d'autres dans lesquelles j'avais dissous i? j, 75, 701 j© et un peu moins de ^ de 
molécule de sulfate par litre. A toutes ces solutions j'ai ajouté des quantités 
variables d'hydrate tétracuivrique, tantôt peu (o^,3o à op,5o de CuO), tantôt 
beaucoup (i^à 2^), et je les ai toutes placées dans un bain-marie à 8o'*-90**. Après 
1 heure 3o minutes de contact pour la solution voisine de ^ de molécule, après 
12 heures pour la solution à ~, la transformation totale de l'hydrate brun a été 
effectuée. Il s'est produit dans tous les cas une poudre vert bleu constituée 
exclusivement par de grosses lamelles hexagonales. Cette poudre a été recueillie 
cl lavée à l'eau froide et dans chaque cas soumise à l'analyse après l'avoir fait 
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séjourner pendant 24 heures à Fexsiccateur. Les analyses m'ont fourni les résul- 
tats suivants : 

L II. 

ICuO pour 100. . 47î9 48,2 

ZnO i6,7 ï6,75 

SO» 17,0 17,1 

/ CuO 48,1 47,8 

b. Solution à | de molécule. . . \ ZnO 16,4 i^»^ 

( SO» 16,8 16,9 

I CuO 49,0 48,6 

c. Solution à -pô de molécule. . . < ZnO 16,1 16, 85 

i SO» ,.... 17,0 16,67 

CuO 48,0 48,3 

d. Solution à iî» de molécule. . . { ZnO 16,4 16,7 

SO* 16,7 16,6 

CuO 47,8 48,1 

e. Solution à ^ de molécule. . . \ ZnO 16, 5 16, 4^ 

SO» 16,6 16,71 

Tous ces nombres s'accordent avec la formule 

SO^Zn.3Gu0.5H*0. 

ICu O 48,^ 
ZnO 16,6 
SO» 16,4 

De toutes ces expériences il résulte que la simplicité d'action produite par 
rhjdratc tétracuivrique sur les solutions aqueuses des chlorure, bromure et 
azotate de zinc ne se retrouve pas pour les solutions de sulfate. Le phénomène 
complexe qui se produit dans ce dernier cas peut être divisé en quatre parties 
bien distinctes : 

1° Dans une première série de dissolutions, comprises entre 1™®^ et 3"®* de 
sulfate de zinc par litre, on obtient toujours un composé vert formé par des 
prismes allongés appartenant au prisme quadratique et à biréfringence faible. Ils 
sont constitués, soit par le sulfate basique mixte 

2S0*Cu.3Zn0.i2H*0, 

soit par le composé 

2SO*Zn.3Cu0.iaH*0, 

soit par un mélange de ces deux sels isomorphes, où pour la même quantité de SO' 
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(ao,6 pour loo) on trouve toujours la même somme des oxydes CuO et ZnO, 
savoir : 5i,o ik 5i,6 pour loo. 

Le sulfate mixte trïzincique s'obtient très rapidement vers So" dans une disso- 
lution contenant 3*"°' de sulfate de ztnc au litre. 

■i" Dans une deuxième série de dissolutions de concentrations comprises entre 
zéro (moins de jj; de molécule) et j de molécule de sulfate au litre, on olilîcnl, 
d'autant plus rapidement que la solution est plus sèche, un sel vert bleu formé 
par des lamelles hexagonales constamment éteintes, c'est-à-dire appartenant à un 
prisme hexagonal cl parallèles à la face p. Ces cristaux sont positifs et ont une 
biréfringence faible. Ils constituent un sel basique télramétallique de formule 

SO'Zn.3Cu0.5H*0. 

S" Dans des dissolutions à concentration comprise entre i""' et j de molécule 
de sulfate par litre, on obtient, selon la quantité d'hydrate tétracuivrique que 
l'on fait réagir, soit un composé bleu formé par de petits hexagones de formule 

S0*Zn.aCu0.5II'0 



(j'ai obtenu aussi un composé analogue a_)aiit 8""" d'eau), soit un mélange de ce 
composé et du corps 



aS0'Zn.3Cu0.iaH'0, 



formé de prismes allongés appartenant au système quadratique, à extinction lon- 
giludiuale et allongement positif; leur biréfringence est faible; mais dès que les 
dissolutions conlieunenl une certaine quantité de cuivre, on obtient toujours et 
exclusivement le sel mixte 

aSII-Zn.3Cu0.iaHM>. 



(le sel, qui tend constamment à se produire dans les dissolutions concentrées, est 



l'analogue des sulfat 



sique; 



xtes obtenus à froid avec la plupart des autres 



4" Uaos des dissolutions contenant de | à ^ de molécule de sulfate, on obtient 
encore, à une température voisine de 8o° et selon la quantité d'hydrate brun 
réagissant, soit exclusivement le sulfate tétramélaltique 

SO'Zn.3Cutt.5H'0, 

soit un mélange de ce corps et du sulfate pentamélallique 



Nous nous trouvons ici 



aSO'Zn.SCuO.iaH'O. 
la limite de formation de 



s deux sels, et il suflït 



» _». 
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d'un peu plus ou d'un peu moins de sulfate de zinc dans les dissolutions pour 
obtenir l'un ou l'autre de ces composés. 

L'action de l'hydrate tétracuivrique sur les solutions de sulfate de zinc m'a 
donc fourni quatre sels basiques mixtes de cuivre et de zinc bien différents : 

1** Les deux sulfates 

2S0*Zn.3Cu0.i2H*0, 

2S0*Cu.3Zn0.i2H*0, 

tous deux isomorphes; ils correspondent, à la quantité d'eau près, à un sulfate de 
cuivre pentamétallique signalé par M. Sabalier (*), de formule 

2SO*Cu.3Cu0.5H«0. 

2"" Le sulfate basique mixte 

S0*Zn.2Cu0.5H*0, 

répondant à un sulfate basique de cuivre 

S0*Cu.2Cu0.3H*0. 

3° Le sulfate basique mixte tétramétallique 

SO*Zn.3Cu0.5H*0, 

correspondant au sulfate tétracuivrique 

SO*Cu.3Cu0.5H»0. 

L'emploi de l'hydrate bleu de Péligot ne m'a jamais fourni une combinaison 
cristallisée quand je l'ai opposé à diverses solutions de sulfate de zinc; il déplace 
cependant une certaine quantité d'oxyde pendant qu'il passe lui-même en disso- 
lution. 

L'oxyde de cuivre noir, mis à bouillir plusieurs heures dans une solution de 
sulfate de zinc, s'y transforme en lamelles quadratiques qui constituent vraisem- 
blablement le sulfate pentamétallique. 

J*ai montré, dans tous les cas, contrairement à ce qu'avait annoncé M. Recoura, 
que l'on trouve du cuivre dans les dissolutions. On pourrait objecter que ce 
cuivre y est dissous par l'acidité toujours assez forte des solutions de sulfate de 
zinc, et que Toxyde de cuivre ne déplace pas réellement une certaine quantité 
d'oxyde de zinc. L'expérience suivante prouve le contraire. 

(>) Comptes rendus, t. CXXV, p. loi. 
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Si, à une solution 1res concentrée de sulfate de zinc (2"*** au litre) et par con- 
séquent très acide, on ajoute peu à peu à chaud de Tliydrate brun, il se dissout 
réellement; mais quand la quantité dissoute est d'environ i^^, une nouvelle quan- 
tité d'hydrate produit des lamelles quadrangulaires, c'est-à-dire un sulfate basique 
mixte. Si Ton examine alors la dissolution par les procédés colorimctriques, on 
constate qu'elle contient un peu plus de cuivre que tout à l'heure, soit approxi- 
mativement 3*^^. Il résulte de ce fait que, si une très petite quantité d'hydrate de 
cuivre est dissoute à la faveur de l'acidité du sel de zinc, cette quantité est rela- 
tivement faible^ et incomparablement inférieure à celle qui est dissoute après 
plusieurs réactions. 

Si, au lieu de prendre une dissolution de sulfate de zinc très concentrée, on 
prend des dissolutions faibles, on ne peut pas faire dissoudre de suite des traces 
appréciables d'hydrate cuivrique; cependant, dans des solutions contenant \ de 
molécule j'ai trouvé jusqu'à 0^,06 de CuO dissous dans 100*^*"', après la produc- 
tion d'une certaine quantité de sel basique mixte. Cela ne peut se concilier qu'en 
admettant que cet hydrate se dissout en chassant une partie de Toxyde de zinc. 
L'hydrate trétracuivrique et même l'hydrate bleu déplacent donc partiellement 
de l'oxyde de zinc sous forme de sulfate. 

II. — Sels de i^ickel. 

Nous allons retrouver pour les sels de nickel des phénomènes à peu près sem- 
blables à ceux qui nous ont été fournis par les sels de zinc. Les quelques diver- 
gences que nous rencontrerons ne se produiront qu'avec les dissolutions du sulfate 
(le nickel. 



1" Chlorure de nickel. — Dans une solution de chlorure de nickel de con- 
centration quelconque, l'hydrate brun se change peu à peu, à froid, en une poudre 
vert pâle formée de cristaux microscopiques. Lavée et séchée, elle présente la 
composition d'un chlorure basique mixte de nickel et de cuivre 

NiCI».3Cu0.4H*0, 

dérivant du chlorure tétracuivrique par remplacement d'un atome de cuivre par 
un atome de nickel. 

L'analyse a donné pour 100 parties de composé : 

Trouvé. 

»■ — "■^^■^^^^^^ ^ — ^^^^^""~ "^ " 
I. II. Calculé. 

CuO 54,0 54,1 53,9 

Ni...^- i3,7 i3,6 i3,4 

Cl 16,3 16, Î5 16,1 
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Ce même composé s'oblient presque instantanément dans une solution chaude 
de chlorure de nickel; il est alors amorphe, la transformation étant trop rapide. 

L'hydrate bleu de Péligot donne à froid dans les solutions de chlorure de nickel 
un précipité amorphe de couleur verte. Après lavage et dessiccation à la tempé- 
rature ordinaire, il a présenté la composition du chlorure basique mixte précédent. 

2° Bromure de tiickel, — Au sein d'une solution quelconque de bromure de 
nickel, l'hydrate brun donne très lentement à froid, plus rapidement vers 60®, 
un précipité vert cristallisé en lamelles quadrangulaires portant parfois des tron- 
catures à leurs deux extrémités. 

C'est un bromure mixte de nickel et de cuivre de formule 

NiBr*.3Cu0.4H*0. 

Analyse. 

Trouvé. 

I. II. Calculé. 

Quantité de GuO pour 100.. • 4^)0 
» Ni » ... 11,8 

» Br » ... 'Jt9,8 

J'ai obtenu ce même composé avec une très grande facilité en faisant bouillir 
directement l'hydrate tétracuivrique dans une solution de bromure de nickel. 

11 se présente alors sous forme d'une poudre verte constituée par des lamelles 
hexagonales allongées toujours groupées en étoiles à six branches, isomorphes du 
bromure mixte de zinc et de cuivre et correspondant comme lui au bromure 
tétracuivrique. 

3" Nitrate de nickel. — Opposé à une solution de nitrate de nickel de con- 
centration moyenne (environ J- de molécule au litre), l'hydrate brun se change en 
un sel basique mixte de couleur verte, constitué par des lamelles hexagonales 
dérivant d*un prisme monoclinique avec troncatures /t|, isomorphes du nitrate 
mixte zinco-cuprique, et se groupant encore en étoiles à six branches. 

L'analyse de ce composé a donné pour 100 parties de matière : 



45,8 


45,2 


1 1 ,5 


11,2 


29,7 


3o,3 



I. 



CuO 49,6 

NiO i5,5 

N»0« ai, 4 

Fac, de T., a- S., IV. 34 



rrouvé. 


^ — , 


Théorie 
pour 


II. 


III. 


(NO»)»Ni.3Cu0.3H»0. 


49,4 


49,6 


5o,o 


i5,6 


16,0 


i5,8 


21,4 


21,3 


22,7 
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Ces nombres correspondent au nitrate basique mixte de nickel et de cuivre 

(NO'rNi.3Cu0.3H*0. 

Il est encore isomorphe du nitrate tétracuivrique. 

La production de ce nitrate est très lente à la température ordinaire, encore 
assez difficile vers -70** ou 80® dans des solutions peu concentrées. Au contraire, il 
se forme très facilement à cette température dans des solutions à i""* de nitrate 
de zinc par litre. Ce n'est qu'après une ébuUition prolongée qu'on peut l'obtenir 
lorsqu'on fait bouillir directement Th^drale brun dans une solution peu con- 
centrée de nitrate de zinc. 

4" Sulfate de nickel, — M. Recoura a obtenu, en faisant agir l'hydrate de 
cuivre sur les dissolutions de sulfate de nickel, deux sulfates mixtes : à cliaud, le 
composé iCCuO.SO*Ni sous forme d'une poudre amorphe bleu vert pâle, et, à 
froid, un corps bleu vif de formule 2oCuO.SO*Ni. Pour ces sulfates mixtes, 
M. Recoura n'a pas calculé l'eau de combinaison. 

L'emploi de l'hydrale tétracuivrique m*a conduit à des corps bien cristallisés. 
Je Tai fait réagir sur des solutions de concentralions diflférentes et j'ai examiné 
dans chaque cas la marche du phénomène. L'action est ici beaucoup plus simple 
que dans le cas du sulfate de zinc. 

Les solutions de sulfate de nickel n'ont pas pu être préparées dans un état de 
concentration aussi élevé que celles de sulfate de zinc, et j'ai employé seulement 
des solutions contenant moins de 1"*®^^ de sulfate au litre. 

Solution (1) à 1'""' de sulfate de nickel au litre, — Dans deux solutions à 
i"**' de sulfate, dans deux solutions à i"'"*i (35o5) de sulfate par litre, l'h^^drale 
brun a fourni au bain-marie à 80", au bout de quelques minutes, une poudre verte 
formée de lamelles hexagonales et de prismes clinorhombiques d*où dérivent les 
premières. Cette poudre, soigneusement lavée à l'eau froide et séchée, a donné à 
l'analyse la composition suivante : 

Trouvé. Calculé 

III -^ 1^ pour 

I. II. III. >SO*i\i.3CuO. 1211=0. 

Quantité de CuO pour 100. . . 3 1,0 3i,5 3 1^0 3 1,2 

» N i O w ... 19,5 19,45 v>o , •>. 1 9 j tj 

» SO^ » ... -4o,7 '10, G V». 1,0 "^^jU 

Ces nombres répondent ù la formule 

2SO*Ni.3Cu0.i2H*0. 
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La solution de sulfate de nickel provenant de cette première réaction contient 
du cuivre. De nouvelles additions d'hydrate brun y produisent encore le même 
composé. A froid, la même réaction se produit, mais plus lentement. Il faut lo à 
12 jours avec agitation répétée pour transformer totalement une quantité relati- 
vement faible (o6,5o) d'hydrate tétracuivrique. 

Solution (2) à ^ molécule de sulfate de nickel au litre. — A une tempéra- 
ture de 80" à 90", rhydrale brun s'est transformé dans de telles solutions en une 
poudre verte constituée par des lamelles hexagonales à biréfringence faible. Elles 
sont de tout point identiques à celles obtenues dans la solution précédente et pré- 
sentent comme elles la même composition. 

Solution (3) à \ de molécule de sulfate de nickel au litre, — Dans deux 
portions d'une telle solution, et dans une solution voisine quoique sensiblement 
inférieure à ^ molécule de sulfate au lilre, une certaine quantité d'hydrate brun 
se transforme en une poudre verte qui, au microscope, apparaît formée par un 
mélange en quantité variable de prismes hexagonaux et de prismes quadrangulaires 
allongés. On a affaire, dans ce cas, à deux composés bien distincts qui prennent 
simultanément naissance dans ces solutions. Si l'on examine celles-ci, on y con- 
state la présence de cuivre. L'addition de nouvelles quantités d'hydrate brun y 
produit le même résultat, c'est-à-dire un mélange de prismes hexagonaux et 
quadrangulaires. 

Solution {/\) à ^ de molécule de sulfate de nickeL — Un phénomène de tous 
points comparable au précédent se produit par l'action de Thydrate brun sur de 
telles solutions. On obtient dans chaque cas un mélange de composés. 

Solution {zi) à \ et -— de molécule de sulfate de nickel au litre. — Le phé- 
nomène change complètement si l'on oppose l'hydrate tétracuivrique à des solu- 
tions contenant de 4 à ^ de molécule de sulfate par litre. Au bout de i heure 
pour les premières, de 3 à 4 heures pour les secondes, on obtient au bain-marie, 
à 8o"-90°, une poudre verte où le microscope montre des lamelles quadrangulaires 
souvent groupées en forme d'étoiles. Lavée et séchée, elle présente la compo- 
sition d'un sulfate basique mixte de nickel et de cuivre, de formule 

S0*Ni.2Cu0.6H[*0 

répondant à un sulfate tricuivrique connu. 

L'analyse a donné, en effet, pour 100 parties de matière : 
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Trouvé. 

I. II. Calculé. 

CuO 36,8 37,0 37,5 

NiO 18,6 18,5 17,8 

SO» 18,8 !9,3 !9,o 

Si, aux solutions de sulfale de nickel contenant mainlenant du cuivre dissous, 
on ajoute de nouvelles quantités dUi}^drate brun, on obtient toujours ce même 
composé tricuivrique. L'action n'a pas lieu à froid. 

Il résulte de ces différentes expériences que le phénomène se présente dans le 

* 

cas du sulfate de nickel avec un grand degré de simplicité. Nous ne retrouvons 
plus, en effet, comme pour le sulfate de zinc, ces intermédiaires qui compli- 
quaient la marche du phénomène; et la présence de cuivre primitivement dissous 
n'est plus nécessaire pour la production du composé pentamélallique. 

On peut ici distinguer trois cas bien nets : 

i*^ Dans une première série de dissolutions de concentrations supérieures 
à \ molécule de sulfate, on obtient toujours, soit à froid, soit à chaud, le composé 
pentamétallique 

a80^Ni.3Cu0.i2H«0, 

sous forme de lamelles hexagonales ou de prismes clinorhombiques dans lesquels 
Tangle des faces m est voisin de 90°. 

2° Dans une deuxième série de dissolutions de concentrations comprises entre 
j et -j^ de molécule, on obtient, sous forme de lamelles quadrangulaires allongées, 
le sulfate basique mixte 

S0*Ni.2Cu0.6H>0. 

Au-dessous de la concentration -j^, je n'ai pas pu l'obtenir. 

3° Dans des solutions intermédiaires à ^ et ^ de molécule, on obtient toujours 
un mélange des deux composés. 

Tout se borne donc, dans l'action de l'hydrate tétracuivrique sur les solutions 
de sulfate de nickel, à la production de deux sels basiques mixtes. 

En faisant bouillir directement de rhvdrate brun dans une solution de sulfate, 
j'ai pu obtenir le composé pentamétallique sous forme d'une poudre verte con- 
stituée par des tables losangiques. 

L'hydrate bleu m'a donné à froid, dans une solution de concentration moyenne 

de sulfate de nickel, un précipite amorphe vert bleu répondant au sulfate basique 

mixte 

2S()*Ni.3CuO. 1211*0. 
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Analyse, 

Trouvé. 
I. II. Calculé. 



Quantité pour loo de Cu . . . . 


3o,o 


3o,2 


3l,2 


») NiO 


21 ,0 


21,1 


19,6 


» SO' 


21,3 


2!, 4 


20,9 



La soliilion provenant de la transformation contient du cuivre, 
r/oxjde noir, bouilli pendant plusieurs heures dans une solution de sulfate de 
nickel, n^a subi aucun changement. 



III. — Sels de cobalt. 

Les solutions des différents sels de cobalt, opposées à Thydrale tétracuivrique, 
présentent un parallélisme absolu avec celles des sels de nickel. J'ai retrouvé, 
dans tous les cas, des composés isomorphes des sels basiques mixtes de nickel et 
de cuivre. 

I** Chlorure de cobalt. — En présence d'une solution assez peu concentrée 
de chlorure de cobalt, l'hydrate télracuivrique se transforme peu à peu en une 
poudre verte cristalline constituée par de petits hexagones; elle a la composition 
d'un chlorure basique mixte de cuivre et de cobalt, 

CoCP.3CuO.4H-0. 
L'analyse a donné, pour loo parties de matière. 

Trouvé. 

I. II. Calculé. 

CuO 53,5 53,6 53,9 

Co i3,8 i3,7 i3,4 

Cl i6,o i6,i i6,i 

Celle même poudre verte s'obtient très rapidement en faisant bouillir direc- 
tement l'hydrate brun dans la solution de chlorure de cobalt. Si la concentration 
de la solution est assez grande (f de molécule de chlorure au litre), il suffit de 
2 à 3 minutes pour opérer la transformation totale, qui a lieu seulement à froid 
au bout de 4 à 5 jours. 

L'hydrate de Péligot m'a fourni à froid une poudre verte amorphe. Après 
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l'avoir lavée et séchéc à froid, l'analyse m'a donné la composition suivante, 

pour loo parties : 

I. II. 

Cu O j'À^o 5*>. ,() 

Cl i(),5 iG,>. 

Co Il, 5 rV,5 

Ces nombres correspondent exactement à la formule du chlorure basique 

mixte 

CoCI*.3Cn0.4H*0. 

L'oxyde de cuivre noir bouilli dans une solution de chlorure de cobalt s'y est 
transformé incomplètement, après i à 2 heures d'ébullition, en un précipité verl 
gris cristallisé. 

2° Bromure de cobalt, — A froid, après 2 à 3 heures de contact-, au bain- 
marie à 60", après 10 à i5 minutes, l'hydrate télracuivrique encore humide a 
donné, dans une solution de concentration moyenne de bromure de cobalt 
(20S dans 100'''"' d'eau), un précipité vert gris, cristallisant en lamelles hexago- 
nales allongées se groupant en élégantes étoiles à six branches, comme les bro- 
mures mixtes de nickel et de cuivre, et de zinc et de cuivre. Ce précipité a été lavo 
à Teau froide pour le débarrasser de l'eau mère, et séché à froid. Il est constitué 
par un bromure basique mixte de cobalt et de cuivre, de formule 

CoBr^3Cu().4H^O. 
L'analyse pour 100 de matière a fourni les résultats suivants : 

Trouvé. 

I. II. Calciik*. 

CuO i5,8 45, 5 45, A 

Go 1 1 , i II,) II,?. 

Br 5o,i 3o,i 3o,3 

On obtient un composé gris amorphe de même formule en faisant bouillir 
l'hydrate de Péligot dans une solution de bromure de cobalt. 

3*^ Azotate de cobalt, — Les solutions de nitrate de cobalt agissent sur l'hy- 
drate télracuivrique à la façon des solutions des autres nitrates. Elles le trans- 
forment lentement à froid (plusieurs jours sont nécessaires pour elfectuer la 
réaction totale), plus rapidement à une température de 80'' à 90", en une poudre 



49,5 


49,5 


5o,o 


i5,5 


i5,G 


i5,8 


21,4 


•Jtl ,2 


22,7 
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verte se présenlant en lames hexagonales dérivant d'un prisme monoclinique et 
se groupant en étoiles à six branches, isomorphe des nitrates basiques obtenus 
précédemment avec le zinc et le nickel, et, par conséquent, isomorphe aussi du 
nitrate trétracuivrique. 11 répond comme eux à la formule 

(N05)-Co.3Cu0.3H»0. 
L'anal jse a donné, pour 100 parties de composé : 

Trouvé. 

' L n. IIL Calculé. 

CuO Î9,r> 

CoO i5,5 

N»0» 21,4 

LMijdrate bleu, ajouté à une solulion froide ou chaude de nitrate de cobalt, s'y 
transforme en un composé violacé apparaissant, au microscope, sous forme de 
petites étoiles. C'est un nitrate basique mixte de composition semblable à celle 
du précédent. 

4^^ Sulfate de cobalt. — L'action de l'hydrate brun sur le sulfate de cobalt 
est complètement identique à celle qu'il exerce sur le sulfate de nickel, et tout ce 
que j'ai dit pour celui-ci pourrait être appliqué au sulfate de cobalt. Aussi, pour 
éviter des redites inutiles, je me bornerai à résumer rapidement les résultats 
obtenus. Mais, auparavant, je signalerai les deux sulfates basiques mixtes de 
cobalt et de cuivre obtenus par M. Recoura, par les méthodes qui l'ont conduit à 
la découverte de corps semblables : d'abord le sulfate SO*Co.3CuO -h aq. 
amorphe vert pâle, puis le composé amorphe bleu 24GuO.SO*Co. 

Comme dans le cas du sulfate de nickel, l'action de l'hydrate brun peut encore 
se diviser en trois cas bien distincts : 

V* Dans des solutions comprises entre i"*°* et \ molécule de sulfate de cobalt 
par litre, l'hydrate brun encore humide se transforme, après plusieurs jours, à 
froid et grâce à des agitations répétées, après quelques minutes de contact dans 
un bain-marie à 80", en un composé de couleur vert foncé constitué par de 
grosses lamelles hexagonales. 

Elles répondent à la formule d'un sulfate basique mixte de cobalt et de cuivre 

2SOM:o.3Cu0.i2H»0. 
L'analyse a donné, pour 100 parties de matière : 
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Trouvé. 

I. II. Calculé. 

CuO 3i,8 3i,6 3i,5 

CoO i8,o 17,7 18,3 

SO* 21,0 9, 1 , 1 21,3 

2^ Dans des solutions de concentrations inférieures à ^ molécule de sulfate de 
cobalt au litre, on obtient encore une poudre vert foncé; mais, si on rexamine au 
microscope, on constate qu^elle n'est pas homogène. Elle apparaît formée de 
lamelles hexagonales et de prismes quadratiques allongés; ceux-ci, peu nombreux 
dans des solutions de concentration voisine de ^ molécule, peuvent parfois 
échapper à un examen microscopique trop rapide. Mais, dès que la dilution 
de la solution augmente, ils apparaissent de plus en plus nombreux, tandis que 
les prismes hexagonaux diminuent. Finalement, si Ton s'adresse à des solutions 
d'un peu moins de { de molécule au litre, on obtient exclusivement des lamelles 
quadrangulaires. 

3^ Dans des solutions contenant un peu moins de j de molécule de sulfate au 
litre, l'hydrate brun se transforme, après un temps relativement long (8 à 
10 heures), à la température de So** a 90", en une poudre vert foncé formée exclu- 
sivement de prismes quadrangulaircs allongés, à extinction longitudinale. Uana- 
lyse y révèle la composition suivante, pour 100 parties de matière : 

Trouvé. Calculé 

I. II. SO«Co.2Cu0.6H'0. 

CuO 37,4 38,0 37,5 

CoO 18,0 17,7 17,8 

SO' 20,0 20,2 19,0 

Ces nombres s'accordent avec la formule d'un sulfate basique mixte de cobalt 

et de cuivre 

SO*Co.2Cu0.6H*0. 

Ce composé se produit encore après un temps très long (3o heures) au bain- 
marie à 80^-90** sous forme de très longues lamelles quadran<;ulaires, dans des 
solutions contenant 6^, 5o et 6^,20 d'oxjde de cobalt par litre, soit environ ^^ de 
molécule de sulfate. C'est dans cette dernière transformation que Ton pourrait 
chercher une légère divergence avec le sulfate de nickel; j'ai montré, en effet, 
qu'un sel basique isomorphe ne nécessitait pas plus de 3 heures pour se produire 
dans la solution à ^ de molécule de sulfate de nickel, tandis qu'il faut dix fois 
plus de Icmps pour le produire avec les mêmes solutions de sulfate de cobalt. 

Dans des solutions contenant ^{^,5 de sulfate de cobalt, la réaction n'a plus 
lieu, même après 5o heures de contact à 90°. 
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En résumé, j'ai pu former, comme dans le cas du sulfate de nickel, deux com- 
posés basiques mixtes : le sulfate pentamélallique 

2SO^Co.3Cu0.i2H»0, 

isomorphe du sel de nickel correspondant, et le sulfate trimétallique 

SO*Co.2Cu0.6H«0, 

présentant encore les mêmes caractères d'isomorphisme avec le sulfate mixle de 
nickel et de cuivre SO^Ni.^CuO.ôH^O. 

LUivdrate tétracuivrique, bouilli directement dans une solution de sulfate de 
cobalt, y produit un composé marron se présentant en tables hexagonales à biré- 
fringence forte. C'est le sulfate basique mixte 

2SO^Co.3Cu0.i2H»0. 

Analyse. 

Trouva. 

1. II. Calculé. 

Quantité pour 100 de GuO... 3i,o 3i,i 3i ,5 

CoO... 18,0 18,2 18,3 

SO'.... 9.1, -2 21,1 21,3 



» 
» 



Cette réaction se comprend facilement. Le sel basique trimétallique se forme 
très lentement, même à 90"; le sulfate pentamétallique exige encore i5 à 20 mi- 
nutes pour prendre naissance. II en résulte que, tant que la concentration du 
sulfate sera trop faible, rien ne se produira, mais dès qu*elle sera d'au moins 
-molécule au litre, ce sera le sel pentamétallique qui seul prendra naissance. 

L'hydrate bleu donne, à froid, avec les solutions de sulfate de cobalt, un pré- 
cipité amorphe violacé contenant du sulfate de cobalt; l'oxyde noir ne donne 
aucun résultat, même après plusieurs heures d'ébuUition. 

Quelle que soit la concentration des solutions, toutes contiennent du cuivre 
après la réaction. Il y a donc eu réellement un déplacement. 

IV. — Sels de manganèse. 

Si nous avons trouvé jusqu'à présent des analogies très étendues dans faction 
de l'hydrate tétracuivrique sur les solutions des sels étudiés précédemment, nous 
ne les retrouvons plus dans l'action exercée par cet hydrate sur les sels de 
manganèse. 

Fac. de T., 2* S., IV. 35 
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I® Chlorure de manganèse* — M. André ayanl mainlenu quelque temps à 
Tébullition, en présence d'hydrate cuivrique, une solution concentrée de chlo- 
rure manganeux, a obtenu une poudre vert foncé présentant la composition 
d'un chlorure basique mixte MnCP.3Cu0.3H^O. 

J'ai ajouté, à une solution de concentration moyenne de chlorure de manga- 
nèse, de l'hydrate tétracuivrique encore humide. Au bout de 4 à 5 jours, à la tem- 
pérature ordinaire et après quelques agitations, il a élé totalement transformé en 
une poudre verte apparaissant au microscope sous forme de petits hexagones. 
Lavée à l'eau froide et séchée, elle présente la composition suivante : 



Trouvé 


• 


Théorie 
pour 


1. 


II. 


MnCP.3Cu0.4H2O 


54,0 


53,8 


54,4 


12,8 


»i,9 


12,6 


17,0 


«6,9 


iG,3 



Quantité pour 100 de CuO... 

» M n 

» Cl 



Ces nombres correspondent ù un chlorure basique mixte de manganèse et de 

cuivre 

MnCP.SGuO. 411*0. 

Si, au lieu d'opérer la réaction à froid, on fait bouillir l'hydrate brun dans une 
solution de chlorure manganeux, le même sel basique se produit après 4^5 mi- 
nutes de contact. 

L'hydrate de Péligot se change à froid, au sein d'une solution de chlorure de 
manganèse, en une poudre verte amorphe; c'est encore un chlorure basique 
mixte de même formule que le précédent. 

'A^ Nitrate de manganèse. — L'hydrate tétracuivrique à froid, après nn 
temps très long ou par une ébuUition prolongée au contact d'une dissolution de 
concentration quelconque de nitrate de manganèse, ne donne généralement 
aucune réaction. Dans un seul cas, et à froid, j'ai pu obtenir, après 3 mois de 
contact, une poudre verte formée de lamelles hexagonales groupées deux par deux. 
Mais jamais la transformation totale de l'hydrate de cuivre n'a pu s'effectuer. Il y 
a sans doute une limite qu'il est impossible de dépasser. Les cristaux verts 
recueillis et soigneusement débarrassés, par des lévigations répétées à l'eau 
froide, de l'hydrate brun non transformé, ont présenté à l'analyse la composition 
d'un nitrate basique mixte de manganèse et de cuivre, de formule 

(N03)»Mn.3Cu0.3H»0. 
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Analyse. 

Trouvé. 
1. II. Calculé. 

CuO 49,8 49,6 5o,4 

MnO i5,8 i5,7 i5, r 

N*05 9.1,3 9.1,0 2-2,9 

J'ai essajé de faire varier la concentralion des dissolutions d'azotate de man- 
ganèse, les quantités d'hjdrate brun et la température; je n'ai pu, en aucun cas, 
obtenir de nouveau le même composé. 

I/liydrate bleu, qui, dans tous les cas étudiés jusqu'ici (le nitrate de cobalt 
excepté), m'avait conduit à une combinaison amorphe, m'a fourni, avec le nitrate 
de manganèse, une combinaison bien cristallisée, par conséquent bien définie. 

A froid, la réaction est lente et donne un précipité amorphe; mais, si l'on fait 
bouillir pendant quelques minutes de l'hjdrate bleu dans une solution assez 
concentrée (i^^^^au litre) de nitrate de manganèse, il se transforme en une poudre 
verte se présentant sous le microscope en aiguilles groupées ou en petites 
lamelles. Cette poudre, soigneusement lavée pour lui enlever toute trace de 
nitrate de manganèse qu'elle retient, et séchée à froid, contient, sur 100 parties : 

I. H. 

GuO 50,5 5o,o 

MnO i5,5 i5,() 

IN«0*.... 21,0 ai, 4 

Ces nombres s'accordent parfaitement avec le nitrate basique mixte 

(NO^*)'Mn.3Cu0.3H»0. 

Cette circonstance heureuse de pouvoir obtenir un composé cristallisé avec 
rh^drate bleu vient combler la lacune produite par l'inaptitude à la réaction qu'a 
présentée Thydrate brun. 

[^"^ Sulfate de manganèse, — L'inactivité des hydrates de cuivre vis-à-vis des 
solutions aqueuses de sulfate de manganèse se retrouve au même degré que 
vis-à-vis des solutions de nitrate. 

M. Recoura a pu obtenir, par action de l'h^'drate de cuivre à froid sur une 
solution d*un tel sel, une poudre verte amorphe, de formule 24CuO.SO*Mn, et, 
à Tébuliition, un corps vert gris également amorphe répondant au sulfate basique 
mixte 3CuO.SO»Mn. 





pour 


II. 


SO*Mn.2CuO,3H=0 


44,6 


43,5 


i8,7 


»9,5 


21,3 


•2'JI,0 
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En partant des deux hydrates bien définis qui m'ont servi dans tous ces dépla- 
cements, j'ai essayé de reproduire, pour le sulfate de manganèse, les phénomènes 
si nets que m'avaient fourni et la variation de concentration des solutions, et la 
variation de température. Je n'ai obtenu aucun résultat. 

I^'hydrate brun que j'ai opposé à froid pendant 5 mois à plusieurs solutions de 
sulfate de manganèse n'a été nullement modifié. En faisant bouillir le mélange 
pendant i à 2 heures, je n'ai pas aperçu de trace de réaction. 

L'hydrate bleu, bouilli pendant quelques minutes avec une solution de sulfate 
de manganèse, se transforme en une poudre verte. Examinée au microscope, elle 
apparaît sous forme de grains excessivement ténus où il est difficile de distinguer 
la moindre trace de cristallisation. Je la considère donc comme amorphe. Après 
Tavoir lavée à l'eau froide et séchée, elle a fourni à l'analyse les résultats suivants : 

Théorie 

I. 

GuO pour 100. 44,0 

MnO i8,5 

SO» 21,4 

Ces nombres s'accordent sensiblement avec la formule 

SO*Mn.2Cu0.3H*0, 

répondant au sulfate tricuivrique. 

L'examen de la solution de sulfate de manganèse y décèle du cuivre. 

Je me suis demandé s'il ne fallait pas attribuer l'action négative exercée par les 
hydrates de cuivre sur les sels de manganèse à la faiblesse de ces bases, et j'ai été 
amené à faire agir l'hydrate de manganèse, ou plutôt le carbonate, sur les diffé- 
rents sels de cuivre. L'hvdrate manganeux est peu stable; son oxydabilité est telle 
qu'il est difficile de le préparer à l'état de corps bien défini. 11 n'en est pas de 
même du carbonate manganeux, qui se présente avec un degré de stabilité très 
grand. L'action identique (que je décrirai dans la troisième Partie) exercée par 
le carbonate et l'hydrate de nickel sur les sels de cuivre permet de penser que les 
résultats fournis par le carbonate et l'oxyde de manganèse doivent être identiques. 

J'ai donc opposé à froid du carbonate de manganèse à des dissolutions de 
concentration variable de chlorure, bromure, nitrate et sulfate de cuivre. Après 
quelques jours et par des agitations renouvelées, tout le carbonate a été décom- 
posé avec mise en liberté d'anhydride carbonique, qui se dégage, et l'oxyde de 
manganèse passe en dissolution. 11 se produit en même temps un précipité variant 
du bleu au vert et qui est constitué par les chlorure, bromure, nitrate et azotate 
tétracuivriquc. 
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Le chlorure se présente en poudre amorphe; le bromure, sous forme de petits 
hexagones de couleur verte; le nitrate constitue une poudre bleu vert se présen- 
tant en lamelles hexagonales et rhombiques, et le sulfate sous forme de petites 
aiguilles. 

Si la quantité de carbonate de manganèse a été suffisante, tout le cuivre est 
déplacé de la solution. 

Il semblerait résulter de cette expérience que l'hydrate de manganèse est plus 
fort que Thydrale de cuivre, el que c'est à celte propriété qu'il doit d'empêcher la 
formation des sels basiques mixtes de cuivre et de manganèse, par action des 
hydrates cuivriques sur les solutions des sels de manganèse. Mais je montrerai 
plus loin que l'hydrate de nickel et le carbonate jouissent de propriétés iden- 
tiques au carbonate de manganèse vis-à-vis des solutions des sels de cuivre, c'est- 
à-dire qu'ils en déplacent totalement le cuivre sous forme de sel basique tétra- 
cuivrique. Et pourtant l'hydrate brun agissant sur les sels de nickel donne des 
sels basiques mixtes. 

Invoquer la force d'un hydrate par rapport à un autre ne résout donc pas le 
problème. 

V. — Sels de cadmium. 

Avec les sels de cadmium on rentre de nouveau dans les actions normales 
exercées par Thydrate tétracuivrique, c'est-à-dire dans la formation de sels 
basiques mixtes tous bien cristallisés. 

i" Chlorure de cadmium, — Dans une solution assez concentrée de chlorure 
de cadmium (environ ^ molécule au litre )^ l'hydrate brun s'est transformé peu à 
peu à froid en une poudre verte qui se présente au microscope sous la forme de 
petits hexagones. La transformation d'une petite quantité d'hydrate n'est totale 
qu'au bout de plusieurs jours. 

Le composé obtenu est un chlorure basique mixte de cadmium et de cuivre, de 

formule 

CdGl-.3Cu0.3H»0. 

L'analyse a donné pour 100 parties de matière : 

Trouvé. 

I. il. III. Calculé. 

CuO 49,0 48,8 48,7 5o,o 

Cd 24 10 23,5 24,0 24,0 

Cl i5,o i5,o 14,6 14,9 
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J'ai oblenu ce même composé très rapidemenl en faisant bouillir Thjdrate brun 
dans une solution de chlorure de cadmium; 20 à 3o minutes de contact ont géné- 
ralement suffi pour transformer une petite quantité d'hydrate. 

L'hydrate de Péligot a donné un déplacement d'une certaine quantité d'oxyde 
de cadmium, mais le composé amorphe est peu intéressant. 

'a'* Bromure de cadmium. — Les solutions de bromure de cadmium présen- 
tent des réactions de tous points comparables à celles du chlorure, lorsqu^on les 
oppose à l'hydrate tétracuivrique. Toutefois, l'action est beaucoup plus lente et, 
pour se produire, elle exige des solutions très concentrées (environ 1"*®* à |- de 
molécule au litre). Dans ces conditions, j'ai pu obtenir à froid, après 3o à 4o jours 
de contact et par des agitations souvent répétées, une poudre verte cristalline 
formée de tout petits hexagones isomorphes de ceux que m'a donnés le chlorure. 
Ils correspondent à un bromure basique mixte de cadmium et de cuivre, de con- 
stitution identique à celle du chlorure: 

CdHi'.SCuO.SlPO. 
J'ai trouvé pour 100 parties de sel : 

I. II. Calculé. 

CuO ii,o 4o,8 4'*îO 

Cd 21,0 20, G 19,8 

Br 27»^ 27,9 28,4 

Si l'on essaie de produire la réaction à chaud, on constate qu'elle s'opère encore 
avec une extrême lenteur. Une heure d'ébullilion a été nécessaire pour trans- 
former totalement environ 2^ d'hydrate cuivriquc dans la solution concentrée de 
bromure. Après séparation du précipité, cctlc dernière contenait du cuivre. Il y a 
donc eu déplacement de bromure de cadmium, à raison de 1"'"' pour 3"""* de CuO. 

3® Nitrate de cadmium. — A deux solutions de concentration moyenne de 
nitrate de cadmium j'ai ajouté une petite quantité d'hydrate brun encore humide. 
A froid, après plusieurs jours et par des agitations renouvelées, il s'est transformé 
en une poudre verte constituée par des lamelles hexagonales dérivant d'un prisme 
hexagonal et parallèles à la face/?, à biréfringence faible. C'est un nitrate basique 
mixte de cujvre et de cadmium 

(NO=»)*Cd.3Gu0.5HH). 
L'analyse a donné pour 100 parties : 
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Trouvé. 
I. IL Calculé. 

CuO 42,0 4i,6 42,0 

CdO 22,4 22,0 22,7 

N>0« 18,5 18,3 19,1 

J^ai effectué la réaction au bain-marie à 80"; dans ces conditions, i ou 2 heures 
suffisent généralement pour transformer i6,5o à 2*, 5o d'hydrate brun. 

Par ébullition directe de i'hjdrate dans la solution de nitrate, on arrive au 
même résultat. Dans tous les cas, on trouve du cuivre dans la solution. 

4** Sulfate de cadmium. — Par Taction de Thjdrate de cuivre sur les solu- 
tions de sulfate de cadmium, M. Recoura a obtenu deux composés amorphes 
SO»Cd.3CuO et2oCu0.6SO»Cd. 

L'hjdrate tétracuivrique réagit très simplement sur les solutions de sulfate de 
cadmium. Dans des solutions contenant | de molécule de sulfate de cadmium par 
litre, soit 28* dans i5o*^"' d'eau, Thydralebrun s'est transformé au bout de i heure 
en une poudre verte constituée par de grosses lamelles hexagonales et des lamelles 
octogonales dérivant toutes d'un prisme orthorhombique. 

L'analjse a montré que, pour 100 parties, on trouve : 

Théorie 

I. 

CuO 3o,o 

CdO 33,8 

S03 21,1 

Ces nombres répondent à la formule 

2SO^Cd.3Cu0.8H*0. 

C'est donc un sulfate basique mixte de cadmium et de cuivre différent des autres 
sulfates mixtes analogues par la quantité d'eau de cristallisation. 

J'ai essayé de faire varier la concentration des solutions de sulfate de cadmium 
et, à cet effet, j'ai fait réagir une quantité indéterminée (variant de o^, 5o à i*,5o 
de CuO) d'hydrate tétracuivrique dans des solutions contenant^ molécule (i 4^ dans 
100*""' H^O), |, "j et ~ de molécule de sulfate par litre. Au bout d'un temps plus 
ou moins long, variant de i à 5 heures, j'ai obtenu à la température de So^-go" la 
même poudre verte que précédemment; elle se présente encore sous forme de 
tables hexagonales dérivées du prisme orthorhombique profondément entaillé sur 
les faces A. 





pour 


11. 


aSO<Cd.3Cu0.8»'0. 


3o,4 


3r,i 


34,1 


33,6 


20,8 


21,0 



'l'jd 
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L'analyse des divers (échantillons recueillis montre qu'ils constituent le sulfate 
basique mixte de cadmium et de cuivre trouvé plus haut. 

Au-dessous de ^ de molécule, la réaction n'a plus lieu qu^avec une très grande 
difficulté. 

A froid, après plusieurs jours de contact et dans une solution très concentrée 
contenant au moins j molécule de sulfate de cadmium par litre, Thydrate brun se 
transforme en une poudre verte formée de lamelles hexagonales identiques à 
celles que j'ai obtenues à froid. 

Contrairement aux sulfates métalliques déjà étudies, le sulfate de cadmium ne 
donne plus qu\in seul sulfate mixte lorsque l'on oppose ses solutions a l'hydrate 
brun. 

Après la réaction, tontes les solutions de sulfate contiennent du cuivre. 



VI. — Sels de mercure. 

i** Chlorure et bromure de mercure, — J'ai montré dans la première Partie 
que, lorsque l'on oppose de l'oxyde mercuriquc à une solution de chlorure de 
cuivre, il s'y change en une poudre bleue amorphe constituée par le chlorure 
tétracuivrique CuCI^.3Cu0.4H^O. Dans une solution de bromure de cuivre, j'ai 
obtenu, au contraire, un composé vert cristallisé en lames quadrangulaires; c^est 
un bromure basique mixte 2 HgBr^.Cu Br^. 3 CuO. H* O. J'avais pensé qu'en oppo- 
sant les hydrates de cuivre à des solutions de chlorure et bromure mercuriques 
j'arriverais au même résultat. Or, l'hydrate tétracuivrique et Toxyde noir 
n'exercent aucune action ni à froid, ni à chaud, sur les dissolutions de sublimé 
ou de bromure de mercure; même bouilli dans ces solutions, il n'y subit aucune 
transformation. L'hydrate de Péligot ne subit non plus aucun changement :i froid 
au contact d'une dissolution de bichlorure, mais en le faisant bouillir dans cette 
solution il s'y transforme très rapidement en une poudre verte amorphe qui est 
indécomposable par l'eau. 

L'analyse a donné pour 100 parties : 



Trouvé. 



I. 



Hg 20,0 

CuO 63, o 

Cl i3,8 





Calculé 


-^ 


pour 


II. 


HgCr-.CuCP.7CuO.2H2O 


'jto , 3 


•20, 1 


63,3 


<i3,7 


i3,6 


13,^ 



Ces nombres s'accordent avec la formule 



HgCI-.CuCl'.jCuO.^îH^O 



» _. ^.. _♦. 
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(j'esl donc un chlorure basique mixte de cuivre et de mercure que je n'avais 
pu obtenir par action directe de l'oxyde de mercure sur les solutions de chlorure 
cuivrique. 

Le bromure mercurique bouilli de même avec Thydrate bleu n'a produit aucune 
transformation. 

2° Nitrate mercurique, — Dans les solutions de nitrate mercurique les 
hydrates de cuivre se comportent d'une manière spéciale. 

L'hydrate brun ajouté à froid a une dissolution de ce nitrate s'y dissout d'abord 
jusqu'à refus, puis en précipite une poudre grise cristallisée. Elle est formée, en 
pfTcl, de lamelles clinorhombiques mêlées souvent à des prismes hexagonaux 
tronqués sur a, très biréfringents, à allongement positif et s'éteignant à 45®* La 
couleur grise des cristaux est due à des traces d*hydrate brun qui les souille. Ce 
corps a la composition d'un nitrate basique de mercure déjà connu, que j'ai obtenu 
encore précédemment (Chap. I) par l'action à froid de l'oxyde mercurique sur 
les dissolutions de nitrate ferrique. 

[1 répond à la formule 

(NO^MIg.HgO.H'O. 

L'analyse a donné pour 100 parties du composé : 

Trouvé. 
I. II. Calculé. 

"g 7i»9 7^,0 7<,7 

(NO*)* 9.1, 2 21,0 22,9. 

L'hydrate bleu ajouté à froid à une dissolution de nitrate mercurique produit 
ce même nitrate basique sous forme d'une poudre blanche cristallisée en lamelles 
clinorhombiques mêlées encore à des prismes hexagonaux. 

Dans tous les cas, le mercure est totalement déplacé et le cuivre passe en dis- 
solution. 

L'aclion des hydrates de cuivre ne conduit donc plus ici à la formation d'un 
nitrate basique mixte; il y a production d'un sel basique simple avec déplacement 
total de Toxyde de la dissolution. Ce phénomène rentre dans le troisième type 
des déplacements d'oxydes, dont la classification a été donnée par M. P. Saba- 
tier (<). 

3** Suifate mercurique. — C'est encore une action identique à la précédente 
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queproduisenl les hjdratcs cinvrîques sur les dissolutions de sulfate mercurique. 
A froid, les hydrates brun et bleu déplacent totalement le mercure des solutions 
de sulfate sous forme d'une poudre amorphe jaune qui a la composition du 
turbith minéral. 

L'analyse y révèle pour 100 parties : 

Trouvé. 
I. II. Calculé. 

HgO 88,7 88,6 89,0 

SO* 11,1 11,3 10,9 

Ces nombres correspondent à la formule 

S0*Hg.2Hg0. 



V^II. — Selî 



s DE PLOMB. 



I** Chlorure de plomb. — Au contact d'une dissolution saturée à froid de 

chlorure de plomb, l'hydrate tétracuivrique se change en une poudre blanche 

légèrement grisâtre. L'action est lente et ne se produit qu'au bout de 2 à 3 jours. 

Si l'on examine cette poudre au microscope, on constate qu^elle est formée de 

lamelles hexagonales ou rhombes, constituant un oxychlorure de plomb de 

formule 

PbClMMiO.H'O. 

L'analyse a donné, pour 100 parties : 

Trouve. 
I. II. Calculé. 

Pb 7^,0 73, *i 76,4 

Cl i3,8 i3,7 rj,i 

L'examen de la dissolution de chlorure de plomb montre qu'elle contient du 
cuivre ; il y a donc eu déplacement d'oxychlorure de plomb par l'hydrate de cuivre 
brun. 

En faisant bouillir l'hydrate bleu de Péligot dans une solution de chlorure de 
plomb, j'ai obtenu encore une poudre blanche amorphe légèrement colorée en 
bleu et formée encore par un oxychlorure de plomb. 

2° Nitrate de plomb, — L'action des hydrates de cuivre sur le nitrate de 
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plomb présenle une grande analogie avec celles qu^ils exercent sur le nitrale de 

mercure. 

Dans une solution d'azotate de plomb, Thydrate brun ajouté en petite quantité 

s'y transforme lentement en un précipité gris cristallisé en lamelles clinorhom- 

biques et parfois en prismes tronqués sur a^ isomorphes du nitrate basique de 

mercure décrit plus haut. L'analyse monire d'ailleurs qu'il répond à une formule 

semblable, 

(NO')»Pb.PbO.H*(). 

Trouvé. 
L II. Calculé. 

PbO 78 77,8 78,1 

L'hydrate bleu fournit ce même composé lorsqu'on l'oppose à froid à une solu- 
tion de nitrate de plomb. Tout le cuivre passe dans la liqueur. 



VIII. — Sels divers. 

Je grouperai dans ce paragraphe l'action qu'exercent les hydrates de cuivre sur 
les dissolutions aqueuses d'un certain nombre de sels métalliques. Cette action 
est trop peu importante pour qu'elle fasse l'objet d'un paragraphe spécial pour 
chaque composé. 

J'étudierai d'abord les réactions obtenues : i" avec les sulfates d'aluminium et 
de chrome; 2" avec les nitrates d'aluminium, de bismuth et d'uranium. 

1** Sulfate d^ aluminium. — L'hydrate brun et l'hydrate bleu ajoutés peu à 
peu à froid à une solution de sulfate d'alumine y déplacent totalement de l'hydrate 
d'alumine sous forme d'un précipité blanc gélatineux, pendant qu'ils passent dans 
la dissolution. Si la quantité d'hydrate cuivrique ajoutée est supérieure à la quan- 
tité qui est nécessaire pour déplacer toute Talumine, on trouve, au bout d^un 
certain temps, avec l'hydrate brun, un mélange de sulfate tétracuivriquc carac- 
térisé par ses aiguilles, et d'hydrate d'aluminium. 

2" Sulfate de chrome. — La réaction est parallèle à la précédente. L'hydrate 
brun et l'hydrate bleu réagissent très lentement à froid sur les dissolutions de 
sulfate chromique. Mais, dans un bain-marie à 70°, les hydrates déplacent tota- 
lement le chrome de la dissolution, sous forme d'une poudre verte amorphe, qui 
est constituée par de Thydrate chromique, et tout le cuivre entre en dissolution. 

3" Nitrale d^ aluminium. — Les deux hydrates de cuivre déplacent encore 
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toute rahnnitie du nitrate, sous forme d'un pnfcipité blanc gélatineux tivs dinicilt- 
à laver. Tout le cuivre passe en dissolution. 

4" Nitrate de bismuth. — A froid, dans une dissolution de nitrate de bismuth, 
Thjdrate brun se dissout, puis précipite une poudre blancbe amorphe qui, lavée 
à l'eau froide et séchée, présente la composition du sous-nilrate de bismuth. 

(N()5)BiO.HM). 

L'analyse a en effet donné, pour loo parties de nitrate : 

Trouvé. 
I. II. Caloulc. 

Bi«0» 77,6 77,'^ 76, '* 

L*hydrate bleu produit le même phénomène. 

5" Nitrate d'uranium. — Dans une dissolution de concentration moyenne de 
nitrate d'urane, Thydrate bleu de Péligot se dissout jusqu'à refus, puis en préci- 
pite une poudre jaune cristalline indécomposable par Feau et pouvant être faci- 
lement lavée. Examinée au microscope, elle se présente sous forme de petits 
hexagones. 

L'analyse de ce composé m'a donné, pour 100 parties : 

I. II. 

U0« 88 87,8 

nombres correspondant à rhydrale uranique, de formule 

UO»(OH)S 

décrit antérieurement par MM. Iliban et Aloy. 

L'hydrate brun produit le même composé. Dans tous les cas, tout l'uranium 
est déplacé par le cuivre. 
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En résumé, l'hydrate tétracuivrique donne presque toujours, quand on l'oppose 
à une solution aqueuse d'un sel métallique, un sel basique mixte ou un sel basique 
simple cristallisé. L'hydrate bleu de Péligol donne raremenl un composé cris- 
tallisé. 
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Tous deux agissenl sur les dissolutions en déplaçant réellement une partie ou 
la totalité de l'hydrate du sel, pendant qu'ils passent partiellement ou totalement 
en dissolution. 

Si Ton examine les formules des sels basiques mixtes obtenus, on constate 
qu'ils répondent tous à un sel basique de cuivre déjà connu, par le remplacement 
d'un ou plusieurs atomes de cuivre par un autre métal. 

Ainsi les chlorures basiques mixtes correspondent au chlorure tétracnivrique 

CuCP.3Cu0.3H»0, 

les bromures au bromure tétracnivrique 

CuBr».3Cu0.3IPO, 

par remplacement d'un atome de cuivre par un atome de Zn, Ni, Co, Mn, etc. 

Les sulfates basiques mixtes correspondent aux trois sulfates basiques de 
cuivre : 

2SO*Cu.3Cu0.5H»0, 

SO^Cu.3Cu0.5HH), 

S0^Cu.2Cu0.3H«0. 

Enfin, les azotates basiques mixtes dérivent du nitrate tétracnivrique 

(NO»)«Cu.3Cu0.3H«0, 

avec lequel ils présentent d'ailleurs un isomorphisme très étendu. 

Ces sels basiques mixtes possèdent d'ailleurs des propriétés générales iden- 
tiques. 

Ils sont tous, a une ou deux exceptions près, cristallisés, d'une couleur variant 
du vert clair au vert sombre, indécomposables par l'eau, ce qui permet leur 
lavage facile. Ils sont insolubles dans l'eau au même titre que les sels basiques 
simples, mais solubles dans les acides très étendus. Chauffés entre loo" et i5o" 
à l'étuve, ils perdent une partie de leur eau de cristallisation, et il faut porter la 
température vers aSo** pour l'enlever complètement à certains composés. Enfin, 
beaucoup de ces sels mixtes présentent entre eux de grandes analogies d'iso- 
morphisme. 
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CHAPITRE III. 

ACTION DE L'HYDRATK DE NICKEL SUR LES DISSOLUTIONS AQUEUSES 

DES SELS MÉTALLIQUES. 



J^ai cherché à voir si I*aclion de Thydrale de nickel opposé aux sels de mercure 
el de cuivre conduisait à des résultais identiques à ceux qu^a donnés Taction des 
oxydes de mercure et de cuivre opposés aux sels de nickel. 



I. — Sels 



DE MEKCURE. 



I** Chlorure mercurique. — L'hydrate de nickel ne produit çiucun dépla- 
cement à froid sur le bichlorure de mercure, même au bout de plusieurs jours; 
mais, si Ton fait bouillir le mélange, on obtient une poudre de couleur marron, 
amorphe. Lavée à Teau froide, elle contient du chlorure mercurique. 

L'examen de la liqueur montre que la plus grande partie du nickel est passée en 
dissolution. 

2*" Bromure mercurique, — L'ébullilion prolongée de l'hydrate de nickel 
dans une solution de bromure de cuivre m'a donné encore une poudre amorphe 
de couleur marron identique à la précédente. L'analyse y décèle la présence de 
bromure mercurique qui a été réellement déplacé par l'hydrate de nickel qui 
s'est dissous. 

3** Sulfate mercurique, — A froid, au contact d'une dissolution de sulfate 
mercurique, l'hydrate de nickel sec produit la précipitation d'une poudre jaune 
amorphe qui, lavée et séchée à froid, a donné à l'analyse la composition suivante, 
pour loo^parties : 

S03 11,4 HgO 88,0 

Ces nombres correspondent à la formule du turbilh minéral 

S0^Hg.2Hg(). 

Tout le mercure est déplacé de la solution sous forme de ce composé, tandis 
que riiydratc de nickel se dissout. C'est là un phénomène que j'ai déjà signalé 
plusieurs fois dans ce Travail. 
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4** Azotate de mercure. — Dans une solution de nitrate mercurique et à froid, 

Phjdrale de nickel sec déplace tout le mercure sous forme d\ine poudre jaune 

qui, examinée au microscope, se présente en lamelles hexagonales dérivant à\\\\ 

prisme clinorhombique par des troncatures sur a. Ce corps est un nitrate basique 

de mercure 

(NO»)'Hg.HgO.H*0. 

rJanal^'se a donné pour loo : 

Trouvé. 

!• It. Calculé. 

(NO*)* 21,3 21,1 7/;», 2 

Hg 7*^,o 71,9 71,7 

L'action de Tliydrate de nickel ne conduit donc jamais à un sel basique mixte 
lorsqu'on Toppose aux solutions des sels de mercure; tandis que j'ai montré, au 
contraire, dans le Chapitre I, que l'oxyde mercurique opposé à un sel de nickel 
donne toujours un composé cristallisé répondant à la constitution d'un sel basique 
mixte. 

Le carbonate de nickel conduit, dans les mêmes conditions, à des résultats sem- 
blables. 

IL — Sels de cuivue. 

Dans l'étude des sels de cuivre, j'ai fait agir successivement l'hydrate de nickel 
sec, le carbonate et l'oxyde vert-olive NiO. 

i" Chlorure de cuivre. — A froid, l'hydrate de nickel s'est transformé, au 
bout de quelques jours, dans une solution de chlorure de cuivre, en une poudre 
bleu pâle amorphe. Lavée à l'eau froide, séchée et analysée, elle montre qu'elle 
ne contient pas de nickel. On trouve, en effet, pour 100 parties de composé : 

Théorie 



Cu 
Cl. 







pour 


1. 


It. 


CuCP.3Cu0.3H'0 


59, î* 


59,0 


59,4 


16,3 


|6,4' 


'6,7 



Ces nombres répondent au chlorure tétracuivrique CuCI*.3(îu0.3H*0, obtenu 
directement par M. P. Sabatier par le contact à froid de l'hydrate brun sur une 
solution de chlorure de cuivre. 
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(Quelle que soit la dilulion de la solulion, on oblienl loiijoiirs ce composé. 

A chaud, il suffit de quelques minutes d'ébullition pour le produire. Dans tous 
les cas, le cuivre est déplacé complèlemenl. 

Le carbonate de nickel produit, à chaud et à froid, le même chlorure tétracui- 
vriquc avec dégagement de CO^. 

L'oxyde de nickel vert-olive ne réagit pas à froid sur les solutions de chlorure 
cuivrique. Mais en maintenant le mélange au bain-maric à 8o"-90^ pendant 
5 à 6 heures, il fournit une poudre bleu vert qui, examinée au microscope, se 
présente sous forme de petits cristaux hexagonaux. 

L'analyse m'a donné, pour loo parties : 

Cii ^9,1 CI i6,i 

(^cs nombres répondent approximativement à la formule du chlorure télracui- 

vrique 

CuGP.SCuO.SH'O. 

Ainsi, il est facile d'obtenir par cette voie ce composé, que l'on obtient presque 
toujours à l'état amorphe dans toutes les réactions où on le produit. 

2" Bromure cuivrif/ue. — Le bromure cuivrique présente des réactions de 
tous points parallèles à celles du chlorure. L'hydrate de nickel, à froid ou à 
Fébullition, en précipite une poudre verte cristallisée en petits hexagones. La 
réaction est totale, c'est-à-dire que tout le cuivre est déplacé par Thydrale de 
nickel qui se dissout. 

La poudre verte obtenue est un bromure basique tétracuivriqiie 

CuBr«.3Cu0.3H"(). 

Analyse. 

Trouvé. 

I. II. Calcul*^. 

Cu 49,''- 49»^ 49»o 

Br 3o,7 3o,8 3i;i 

Le carbonate de nickel a donné un résultat identique à froid et à l'ébulliiioa. 

L'oxyde NiO n'a rien produit à froid dans les solutions de bromure de cuivre ; 
mais à 8o°, après plusieurs heures de contact, il a fourni de grosses lamelles 
hexagonales vertes. Après les avoir bien lavées pour les débarrasser de l'oxyde 
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non transformé, elles ont été analysées : elles répondent au chlorure lélracui- 
vrique. 

3" Nitrate de cuivre, — L'ii jdrate de nickel et le carbonate de nickel déplacent 
à froid tout le cuivre de la solution du nitrate, sous forme d'une poudre bleu 
vert, constituée par de fines lamelles quadrangulaircs. I/analjse montre qu'elle 
constitue un nitrate tétracuivrique 

(NO')'Cu.3Cu0.3H*0. 

Trouve. Calculé. 

CuO 66 pour loo 66,2 pour 100 

L'action de Toxyde de nickel vert-olive ne se produit à chaud qu'avec une 
extrême lenteur. Il faut chauffer plusieurs jours, ^u bain-marie à 90°, le mélange 
pour obtenir une poudre bleu vert formée de grosses lames quadrangulaircs 
qui constituent encore un nitrate tétracuivrique. 

4° Sulfate de cuivre. — Dans une solution de sulfate de cuivre, l'hydrate de 
nickel en précipite totalement le cuivre à froid et à chaud; le carbonate de nickel 
agit de même. La poudre verte résultant de ce déplacement se présente au mi- 
croscope sous forme de fines aiguilles caractéristiques du sulfate tétracuivrique. 
L'analyse montre, en effet, qu'on a affaire à ce sulfate basique 

SO*Cu.3Cu0.4H'0. 

Théorie. 
Quantité pour 100 de CuO 66,6 67,6 

L'oxyde de nickel agit très lentement; il faut le maintenir plusieurs jours au 
bain-marie à 90* pour avoir un déplacement relativement faible de sulfate tétra- 
cuivrique. 

De toutes ces expériences il résulte que l'on peut obtenir les sels basiques 
normaux de cuivre par action de l'hydrate, du carbonate ou de l'oxyde de nickel 
sur les solutions des sels neutres de cuivre, et que jamais dans les mêmes condi- 
tions on n'obtiendra les sels basiques mixtes de cuivre et de nickel. 

Si l'on examine les solutions des sels de cuivre auxquelles on a opposé l'hydrate 
de nickel, on constate que tout le cuivre en est déplacé, si Thydrate est en quan- 
tité suffisante. II est probable que cette action est due à la faible solubilité de 
rhvdrate de nickel dans l'eau, solubilité qui favorise peu à peu le déplacement 
total du cuivre. 

Fac. de T., i* S., IV. 3 7 
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J'ai cherché cependant à savoir si celle aclion de Thydrale de nickel élail par- 
liciilièrc aux sels de cuivre, cl je l'ai opposé à quelques sels de zinc. 

Les expériences que je vais décrire nionlrenl que les sels de zinc se comporlcnl 
d'une façon idenlique aux sels de cuivre. 



III. — Sels de zinc. 

i" Chlorure de zinc, — L'hydrale de nickel sec mis à froid au contact d'une 

solution quelconque de chlorure de zinc en déplace lentement une poudre blanche 

toujours mêlée à de Thydrale non transformé. Mais, si Ton fait bouillir l'hydrate 

de nickel dans la solution, on obtient rapidement une poudre blanche formée de 

fines aiguilles souvent groupées. Elles présentent à l'analyse la composition du 

chlorure basique de zinc 

:{nCP.3Zn0.3H*0. 

Trouvé. 
I. II. Calcula. 

Zn 5î)>7 ^î^ 60,0 

Cl 16,0 i5,8 iGjl 

Le carbonate de nickel bouilli avec une solution de chlorure de zinc produit 
le même résultat. Il précipite de fines aiguilles blanches de même composition 
que les précédentes; l'oxyde de nickel se dissout et CO^ se dégage. 

'?/* Sulfate de zinc, — Lorsqu'on fait bouillir une solution de sulfate de zinc 
avec de l'hydrate ou du carbonate de nickel, la liqueur devient verte. Mais il se 
précipite en même temps une poudre blanche cristalline apparaissant, au micro- 
scope, sous forme d'aiguilles qui, lavées et séchées à froid, présentent la compo- 
sition du sulfate basique de zinc 

SO*Zn.3ZnO. 811-0. 

Sur 100 parties du composé, on trouve : 

I. II. Théorie. 

ZnO 61,7 61,9 69,5 

SO' 14, G 14,9 i5,4i . 

L'hydrate de nickel agit donc sur les sels de zinc pour en déplacer un sel 
basique de zinc cristallisé du type tétrazinciquc. 



» - - _ ♦ 
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CONCLUSIONS. 

I. Les résultats obtenus dans ce Travail montrent que les actions exercées par 
Toxyde de mercure, les hydrates de cuivre et de nickel sur les solutions aqueuses 
des sels métalliques sont assez variées. 

Dans une Note publiée aux Comptes rendus de l^ Académie des Sciences ('), 
M. P. Sabatier a classé en six types distincts les réactions que peut fournir l'action 
d'un oxyde ou hydrate métallique opposé aux solutions des divers sels. Je les ai 
rencontrés à peu près tous au cours de ces recherches : 

1" Il n'y a aucune action. C'est ce qui a lieu pour l'oxyde mercurique opposé 
aux solutions des différents sulfates métalliques, pour Thydrale tétracuivrique 
opposé au sulfate manganeux et aux chlorure et bromure mercuriques. 

2** Il y a déplacement pur et simple de V hydrate du sel dissous. L'oxyde 
mercurique a déplacé l'hydrate ferrique dans les solutions de perchlorure de fer; 
les hydrates de cuivre déplacent les hydrates de chrome et d'alumine dans les 
solutions des sulfates. 

3** Il y a déplacement partiel avec précipitation d'un sel basique insoluble 
issu de l'un des métaux antagonistes. Ce cas est très fréquent et je l'ai ren- 
contré pour les trois hydrates ou oxydes que j'ai fait réagir. 

Avec l'oxyde mercurique j'ai obtenu précipitation d'un oxychlorure de zinc, 
d'un chlorure tétracuivrique, d'un chlorure basique de cadmium^ d'un oxychlo- 
rure et d'un nitrate basique de bismuth, et dans d'autres cas de sulfate et de 
nitrate basique de mercure. 

Avec les hydrates de cuivre, j'ai obtenu un oxychlorure de plomb, un nitrate 
basique de plomb, un sous-nitratc de bismuth, et des sulfate et nitrate basiques 
de mercure. 

L'hydrate de zinc m'a toujours conduit, dans une solution d'un sel de cuivre 
ou de zinc, à un sel basique tétracuivrique ou tétrazincique. 

4"* Il y a : 1° oxydation du sel dissous, par l'oxyde ou l' hydrate facilement 
réductibles, ou inversement il y a : 2® suroxydation de l'oxyde par le sel 
dissous, le phénomène étant suis^i dans chaque cas par l'action ultérieure 
réciproque des produits formés, action d'oii résultera fréquemment un sel 
basique. 

(*) Comptes rendus, t. CXXXII, i\ juin 1901. 
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L'aclîon de l'oxjde niercurique sur du sulfate ferreux est un exemple du 
premier cas; on a, en effet, mise en liberté de mercure et production simultanée 
de sulfate mercureux et de sulfate basique ferrîque. 

^"^ Il y a formation d'un oxyde mixte accompagné ou non d'un sel 
basique. Ce Ijpe n'a pas été rencontré, 

6*^ It y a production d'un sel basique mixte issu des deux métaux. Ce t^pe 
s'est rencontré fréquemment; à lui appartiennent tous les sels basiques mixtes 
que j'ai décrits. 

Généralement, l'action d'un oxjde sur une solution de sel métallique donne un 
sel basique (tj^pes 3, 4? 6)« Les types 2 et 5 se rencontrent exceptionnelle- 
ment. 

II. J'ai obtenu pour la première fois les sels basiques mixtes qui suivent : 

1° Sels cristallisés. 

Le bromure basique mixte de cuivre et de mercure 

2HgBrï.CuBr».3Cu0.n»0; 

Le nitrate basique mixte de cuivre et de mercure 

(N03)îng.Cu0.5n»0; 

Le bromure basique mixte de zinc et de mercure 

HgBr*.Zn0.8H»0; 

Le nitrate basique mixte de zinc et de mercure 

(N0V)MIg.Zn0.2H«0; 
Le chlorure basique mixte de nickel et de mercure 

IIgCl^NiClî.6Ni0.2oH«0; 

Le bromure basique mixte de nickel et de mercure 

IIgBrî.NiBr».CNi0.2oH*0; 

Le nitrate basique mixte de nickel et de mercure 

(N03)2llg.Ni0.4H20; 

Le chlorure basique mixte de cobalt cl de mercure 

IIgClî.GoC1^6CoO.>oIl20: 
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Le bromure basique mixte de cobalt et de mercure 

HgBr».CoBr«.6Go0.2oH«0; 

Le nitrate basique mixte de cobalt et de mercure 

(NO»)»Hg.Co0.4H«Oj 

Le nitrate basique mixte de manganèse et de mercure 

(N03)>Hg.Mn0.4n»0; 

Le bromure basique mixte de cadmium et de mercure 

HgBr«.GdO.H»0; 

Le nitrate mixte de cadmium et de mercure 

(N03)«Hg.Gd0.3n*0; 

Le chlorure basique mixte de cuivre et de zinc 

ZnCl«.3Gu0.4H*0; 

Les bromures basiques mixtes de zinc et de cuivre 

ZnBr».3Gu0.4H«0, 
ZnBr».3Gu0.2H»0; 

Le nitrate basique mixte de zinc et de cuivre 

(NO»)«Zn.3Gu0.3H*0; 

Les sulfates basiques mixtes de zinc et de cuivre 

2S0^Gu.3Zn0.i2H*0, 
2S0*Zn.3Gu0.i2H»0, 

SO*Zn.2Gu0.5H»0, 
SO*Zn.3Gu0.5n«0; 

Le chlorure basique mixte de nickel et de cuivre 

NiGi«.3Gu0.4H*0; 

Le bromure basique mixte de nickel et de cuivre 

NiBr«.3Gu0.4H«0; 
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Le nitrate basique mixte de nickel et de cuivre 

(!SO»)*Ni.3Cu0.3H20; 

Les sulfates basiques mixtes de nickel et de cuivre 

2S0*Ni.3Cu0.i2H*0, 
S0*Ni.2Cu0. 6HîO; 

Le chlorure basique mixte de cobalt et de cuivre 

CoGl«.3Cu0.4HiO; 

Le bromure basique mixte de cobalt et de cuivre 

CoBr».3Cu0.4HïO; 

Le nitrate basique mixte de cobalt et de cuivre 

(NO»)*C0.3Cu0.3H*0; 

Les sulfates basiques mixtes de cobalt et de cuivre 

2SO^Co.3Cu0.i2H»0, 
SO*Co.2CuO. ÔH^O; 

Le chlorure basique mixte de manganèse et de cuivre 

MnCM.3Cu0.4H«0; 

Le nitrate basique mixte de manganèse et de cuivre 

(NO»)«Mn.3Gu0.3HîO; 

Le chlorure basique mixte de cadmium et de cuivre 

CdCt*.3Cu0.3H«0; 

Le bromure basique mixte de cadmium et de cuivre 

CdBr5.3Cu0.3H»0; 

Le nitrate basique mixte de cadmium et de cuivre 

(N03)«Cd.3CuO. 511^0; 

Le sulfate basique mixtïî de cadmium et de cuivre 

2SO*Gd.3Gu0.8HîO. 



1 _ _ » 
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•;t* Sels amorphes. 

Le chlorure basique mixte de cadmium et de mercure 

HgCJî.CdO.IPO; 

Le chlorure basique mixte de plomb et de mercure 

HgCl^.aPbO.îHiO; 

Le sulfate basique mixte de manganèse et de cuivre 

SO*Mn.2Cu0.3H«0; 

Le chlorure basique mixte de mercure et de cuivre 

HgCl«.CuCl«.7Cu0.2lPO. 

III. J^ai obtenu à l^élat cristallisé, par des réactions nouvelles, les sels basiques 
suivants déjà connus : 

Le chlorure tctracuivrique 

CuCl«.3Gu0.3H«0; 

Le bromure tctracuivrique 

CuBr».3Gu0.3HîO; 

Le nitrate tétracuivrique 

Cu(N05)«.3Cu0.3H*0; 

Le sulfate tétracuivrique 

CuS0^3Cu0.4n*0; 

Les chlorures basiques de zinc 

ZnCP.3ZnO. 511*0, 

ZnCl«.3Zn0.3n«0; 

Le sulfate basique de zinc 

SO*Zn.3Zn0.8H*0; 

Le nitrate basique de mercure 

(NO»)«Hg.HgO.H*0; 

Le nitrate basique de bismuth 

(NO»)BiO.H«0; 

Le chlorure basique de plomb 

PbCI«.PbO.H«0: 
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Le nitrate basique de plomb 

(NO'^îPb.PbO.H^O; 

L'hydrate uraniquc 

UO«(OH)«. 

IV. Ces résultats montrent que, de même que les sels basiques simples doivent 
élre considérés comme les sels normaux d'un oxjde condensé, de même les sels 
basiques mixtes peuvent être considérés comme des sels normaux d'oxjdes 
mixtes inconnus, dimélallique, trimétallique, tétra et même pentamétalliques. 

C'est ainsi qu'à l'oxyde de mercure 

Hg-OH 

>0 . 
Hg - OH 

auquel se rapporte le nitrate inercurique 

Hg - NO* 

yo .H*o, 

Hg - NO» 

doivent correspondre des oxydes mixtes obtenus en remplaçant i*' de Hg par 1^' 
d'un des mélaux Zn, Cu, Mn, Cd, etc. 

Il est possible d'espérer, par exemple, la formation d'un oxyde mixte 



Hg OH 




Hg OH 


>0 


ou 


><> 


/ 




/ 


Cu - OH 




Zn OH 



auxquels correspondraient les nitrates basiques mixtes 

Hg-NO=» Hg — N0=» 

^O ou ")() 

Cu — NO' Zn-NO» 

Pour type trimétallique, on peut espérer la fonnation d'oxydes, tels qu(» 

Cu - OH 

Mn ou Co , clc, 

Cu - OH 



Cu OH 


Co 


Cu OH 
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2iyi 



auxquels doivent correspondre les sullaLes bimélalliques mixtes 



Mn 



^SO^ 



ou 



Co )S0^ 

>y 



Knlin, à Tliydrate télracuivrique bien connu 



Cu - OH 



\ 



Cu 



\ 
/ 







, 



Cu 



Cu - OH 



auquel se rapportent tous les sels basiques tétracuivriqucs, doivent correspondre 
d(»s oxydes mixtes, où i*' de cuivre est remplacé par i"* de zinc, Mn, Co, Ni, 
(^d, elc. 

On peut admettre, par exemple, Texistcnce des combinaisons suivantes : 



Cu - OH 

/ 

Cu 
Cu 

>» 

Zii-OH 



ou 



Cu - 011 



\ 



O 



/ 
Cu 

Cu 

Ni- OH 



etc. 



aux(|uels se rapporleraienl les cblorures ou bromures basiques mixtes 



Cu--Hr 



>" 



Cu 



\ 



/ 



, 



Cu 



\ 



(J 



/ 
Zn - Hr 
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Cu - Cl 



\ 



/ 



Cu 



\ 



O 



o 



/ 

Cu 

>• 

Ni - Cl 



etc., 



38 
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V. I/cxamen de la composition cl de la nature cristalline des différents sels 
basiques que j'ai obtenus montre qu'il existe entre eux des relations d'isoinor- 
phisme très étroites, confirmant très nettement les analogies qui existent entre la 
plupart des métaux. 

Les nitrates basiques mixtes 

(NO')*Cu .3Cu0.3HM), 
(NO')'Zn .3Cu0.3H»0, 
(NO»)M:o .3Gu0.3H»0, 
(NO»)*Ni .3(:u0.3H«0, 
(\0')*Mn.3Cu().3HM), 

tous isomorphes, montrent qu'il est possible, sans changer la forme cristalline du 
composé, de remplacer i** de cuivre du nitrate tétracuivrique par i^' de Zn, 
de Mn, de Co, ou de Ni. 

L'examen cristallographique des trois nitrates mixtes basicpies 

(N()»)Mlg.MnO./,H*0, 
(N0»)MIg.CoO ./jïPO, 
(\()^)UIg.\iO ./«H-O 

montre qu'il y a analogie parfaite entre le manganèse, le cobalt et le nickel. 

Cette analogie est encore révélée pour deux métaux, le mercure et le plomb 
bivalent, pai' Texamen des nitrates basiques isomorphes 

(NO^)«IIg HgO ÏPO, 

(NO»)«Pb.lM)().HM). 

Lc^ sulfalcs basiques mixtes 

9.SOM:u.3Zn0.iJiIPO, 
o.S0^Zn.3(:n0.i'>,TÎM), 

tous deux isomorphes, montrent l'équivalence absolue enlrr» les alomes de enivre 
et de zinc. 

Les sulfales mixtes 

SOMlo.o.CuO. (illM), 

'.iSO*Co.3(:u().î?JI-0, 
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d'une pari, et les sulfates 

SO^Ni.îCuO. 6HH), 
2S0^Ni.3Gu0.i2H«0 

d'autre part, montrent nettement l'analogie étroite qui existe entre le cobalt et le 
nickel. 

Enfin, les bromures basiques mixtes 

ZnBr*.3CuO./iH»0, 
NiBr».3CuO./iH-0 
(:oBr^3Cu0.4H*() 

constitués par des lamelles hexagonales, se groupant en élégantes étoiles à 
six branches, rapprochent encore le zinc du nickel et du cobalt. 

Tous ces faits sont parfaitement conformes à la loi de Mitscherlish et aux 
nombreuses vérifications qu'elle a déjà reçues. 
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de Physique, i835, 2* série, t. LVIII, p. i4o). 

Pktrieff. — Sur les déplacements métalliques {Société Chimique russe, 26 août i883). 
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Recouha. — Action d'un hydrate mélalliquc sur les solutions des autres métaux. Sels basiques 
à deux métaux {Comptes rendus, t. CXXXII, p. MM)- 

KosK. — Action de l'oxyde mercurique sur les solutions des sels métalliques {Poggendorf 
Annalen^ t. CVII, p. 298, et Répertoire de Chimie pure ^ iSSg, p. 49')- 
Action de l'oxyde d'argent sur les solutions de nitrate de cuivre {Poggendorf Annalen, 
t. Cî^ p. 3'>.i). 

1*. Sabatikr. — Déplacements réciproques des bases insolubles (Association française pour 
l'avancement des Sciences : Congrès de Pau^ 1892, t. ï, p. i85). 

Sur certains phénomènes observés dans les déplacements réciproques des oxydes métal- 
liques (Association française pour Tavancement des Sciences : Congrès de Bor- 
deaux, 1895, t. I, p. 243). 

Action de l'oxyde cuivreux sur les solutions d'azotate d'argent {Comptes rendus, 
t. GXXIV, p. 363). 

Sur divers sels basiques de cuivre et sur l'hydrate cuivrique brun {Comptes rendus, 
t. GXXV, p. 101 et 3oi). 

Action de l'hydrate de cuivre sur les dissolutions de nitrate d'argent. Sel basique 
argento-cuivrique {Comptes rendus, t. GXXV, p. 1/5). 

Sels basiques mixtes argento-cuivriqucs {Comptes rendus, t. GXXIX, p. 211). 

Déplacements réciproques des oxydes de plomb et d'argent dans les solutions de nitrates 
(Association française pour l'avancement des Sciences : Congrès de Paris, 1900). 

Action d'un hydrate ou d'un oxyde métallique sur les solutions des sels des autres 
métaux. Sels basiques mixtes (Comptes rendus^ t. GXXXII, 24 juin 190:). 



SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS 



DES 



ÉaUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 



DU SECOND OKDRE ('), 



Pau m. E. COURSAT. 



En (Hudianl ceiiaines Iransformalions des surfaces a courbure totale constanle, 
M. Backlund (-) a été conduit au problème ^^énéral suivant : 

Étant donné un système de quatre relations distinctes 

F/(.r, y, 5,/>, 7; x',y\z\p',q') — (1 = 1,2, 3, 4), 

entre les coordonnées des éléments de deux systèmes (E), (E'), déterminer 
les surfaces du système (E) auxquelles correspondent des sur/aces de (E'). 

II existe toujours des surfaces du système (E) auxquelles correspondent des 
surfaces du système (E'), et, dans certains cas, ces surfaces sont les intégrales 
d^une équation aux dérivées partielles du second ordre. H peut arriver aussi que 
les surfaces de (E') qui correspondent à des surfaces de (E) soient elles-mêmes 
les intégrales d\ine seconde équation aux dérivées partielles du second ordre. 
Lorsque cette circonstance se présente on dit que Ton passe de l'une de ces 
équations à l'autre par une transformation de Backlund y qui est définie par les 
(|uatrc relations F/ = o. 

Dans une Thèse récente, M. J. Clairin (') a fait une étude systématique de 
ces transformations et obtenu un certain nombre de résultats intéressants; ainsi, 
en se basant uniquement sur des caractères invariants relativement à une trans- 
formation de contact, il a établi une classification rationnelle de ces transforma- 



(^) La plupart des résultats contenus dans ce Mémoire ont été résumes dans deux Notes 
présentées à l'Académie des Sciences (Comptes rendus, 24 février et 5 mai 1902). 
(*) AMathematische Annalen, t. XVII et XIX. 
(5) Annales scientifiques de V École Normale supérieure, 1902. 
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lions en Irois espèces. D'un autre côté, il a montré qu'une équation aux dérivées 
partielles du second ordre prise au hasard ne provient pas d'une transformation 
de Bâck'Iund. Parmi les nombreuses questions qui restent encore à résoudre, 
deux des plus importantes sont celles-ci : 

1° Former tous les systèmes de quatre relations F/ = o définissant une trans- 
formation de Bâcklund d'une espèce déterminée; 

2® Une équation du second ordre étant donnée, reconnaître si elle provient 
d'une transformation de Bâcklund, et trouver cette transformation. Quand on 
cherche à traiter analytiquementce dernier problème on est conduit à un certain 
nombre d'équations simultanées entre quatre fonctions inconnues. L'étude directe 
de ce système paraît à peu près impraticable. Il y a, du reste, une cause de com- 
plication évidente a priori. En effet, si une équation du second ordre provient 
d'une transformation de Bâcklund d'une certaine espèce, elle provient aussi d'une 
infinité de transformations de même espèce que l'on obtient en combinant la 
première avec une transformation de contact quelconque. Si nos équations simul- 
tanées admettent un système de solutions, elles doivent donc en admettre une 
infinité, dépendant de fonctions arbitraires. 

J'ai pu simplifier le problème en supposant que les équations F/ = o, qui 
définissent la transformation, admettent une transformation de contact infinitési- 
male par rapport à l'élément x\ y\ z\ p\ q\ On peut alors supposer, sans dimi- 
nuer la généralité, que les équations F/ = o ne renferment pas z'. En intro- 
duisant une forme de PfaiT convenable, on a plusieurs systèmes d'équations 
simultanées à examiner successivement, dans chacun desquels ne figure qu'une 
seule inconnue. De plus, toutes les transformations de Bâcklund, qui se déduisent 
de l'une d'elles en la combinant avec une transformation de contact quelconque, 
correspondent à une même solution de nos équations simultanées et, par con- 
séquent, se déterminent en même temps. 



I. 

1. Soient 

\ p'—V{Xyy,Zyp,q), q' = Q{a:, /, z,p,q) 

un système de quatre relations où les seconds membres X, Y, P, Q sont des 
fonctions quelconques de x^ y, 5, /?, q, A tout élément (^TjJ', c,^, y) ces formules 
font correspondre oo* éléments (a:', ^, z', /?', q'); les valeurs de x', y ^ p\ q* sont 
données parles formules elles-mêmes, tandis que la valeur de z reste arbitraire. 
Tous ces éléments se déduisent de l'un d'entre eux en déplaçant le point (x',^', z') 
le long d'une parallèle à l'axe Oz, tandis que le plan de Télémenl reste parallèle 
à lui-même. Le problème de Bâcklund peut s'énoncer ainsi : 
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Quelles surf aces faut-il faire décrire à Vêlement {x, y, z^p, q) pour qu'on 
puisseleurfairecorrespondredessurfacesdécritesparVélémentx\y\z\p\q^'l 
Soit 

Téquation d'une surface décrite par rélémenl (a:, y, z^ /?, </); on a 

et, en remplaçant ^, /?, q par les valeurs précédentes dans X, Y, P, Q, l'équa- 
tion 

(4) dz' = p' dœ' -h g' dy 

doit être complètement inlégrable, puisque le second membre ne renferme pas z. 
Cette équation s'écrit encore, en remplaçant x'^ y' j /?', q' par leurs expres- 
sions (i), 

^[fdY ÔY dY \. (dY dY àY \ , -\ 

où /*, 5, t désignent les dérivées partielles du second ordre de la fonction ^{x^ y), 
et où l'on a posé 

dx dx dz^ dy dy ôz 

En écrivant la condition d'intégrabilité, on voit facilement que les dérivées du 
troisième ordre disparaissent, et il reste une équation de Monge-Ampère pour 
déterminer la fonction ^(^, y)^ 

(6) ^pq{rt — 5«) -+- \{ypr -f- ^xqt 4- Wjcy^ S* =: o, 

les coefficients R/,y, R//>î ^xq^ ^xy^ S ayant les valeurs suivantes : 

'"' ~~ dp dq dq dp dp dq dq dp ' 



R 



d\ dV dV d\ dY dQ dQ dY 



yp 



(7) 



dp dy dp dy dp dy dp dy ' 
'^ dq dx dq dx dq dx dq dx ' 



^P d\ dP d\ dQ dY dQ dY 



^^ dy dx dx dy dy dx dx dy ' 
g _ d\ dP . dV dX dP d\ dP d\ 



dq dy dp dx dx dp dq dy 
dY dQ dQ dY dQ dY dQ dY 



dq dy dp dx dx dp dq dy 
Fac. de T., a" S., IV. Sq 
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Ces formules peuvent s'écrire sous une forme abrégée en posant 

F, — P -^ — t- :7- > 

(i.r dx 

(8) / -^ •" 

les relations (7) sont alors équivalentes aux suivantes 

^// ôfj dp dx 
Observons que Ton a identiquement 



(10) Vd\-\-Qd\ — F, dx 4- Fj rt'/ 4- F, dp -h Fv dq, 



en désignant par rfX et d\ ce que deviennent rfX et ^Y quand on y remplace 
dz par pdx -f- qdy. 

2. Pour que la condition d'intégrabilité (4) soit vérifiée identiquement, quelle 
que soit la fonction ^(jr, y)^ il faut et il suffit que Ton ait à la fois 

La première condition 



()q dp 



= o 



monlre que F3 et F4 sont les dérivées partielles par rap[)ort aux variables p et q 
respectivement, d'une fonction U(^*,j>', z, p, q). 

Les relations Rj/;=^ o, Rjry= o deviennent alors 

ôb\ _ d'{] cZ-U ()F, _ à' y ô^ V_ 

dp dp dy dp dz ' dq dq dx . dq dz^ 
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el ron en lire 

clU , d\] 

Les deux dernières condilions Rx7= o, S = o donnent ensuite 

dV d\\ ÔY dW 



d,r dy dq dp 



= o; 



dW dW 
la dernière montre que la valeur commune de -j— et -^— est à la fois indépendante 

de p et de q. C'est donc une fonction H (x, ^', z) des variables x, y^ z seulement, 
et Ton a 

V — \\{x, 7, z)q-^K{x, y,z)y W = H(x, y, z)p -h L{x, y, ^); 

en remplaçant V el W par ces expressions dans la condition -^ = —j—, elle de- 
vient 

el se décompose en trois conditions distinctes 

^K_fifL ^-à\\ ^_^. 

ôx dy^ ôz dy dx ôz 

Nous pouvons donc poser 

L=J!:. K=^, 11=^. 

ojc a y ôz 

T étant une fonction de x^y^ 3, et nous avons pour expression générale des fonc- 
tions F|, F2, F3, F4, lorsque la condition (4) est vérifiée identiquement, 

en posant ^ = U -h T. 

Il est facile de vérifier et d'expliquer ce résultat. En effet, on tire des formules 
précédentes 

(12) Fidjr -jfFidy-h F, dp -h h\ dq =z d.i ^ —(dz — p dx — q dy) ; 

o z 
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d'autre part, la définition même des fonctions F<, F2, F3, F4 donne l^idenlilé 
(i3) F^dx-^ F, djr 4- F, û/^y -f- F^ dq 

= PdX-^Qd\-(p^-^Q^ydz^pdx-^gdf), 

et, en rapprochant ces deux formules, on en déduit la nouvelle identité 
(i4) d:^-Pd\-^QdY^(^^^-P^-Q^ydz-pdx-qdy), 

Les formules (i), jointes à la relation 

z'=:.i{x,y,z,p,q), 

définissent donc une transformation de contact, et par suite à toute surface dé- 
crite par l'élément (x^ y, z, p, q) correspond une surface décrite par Télément 

{x',y,z',p',q'). 

3. Laissant de côté ce cas singulier, nous voyons que la fonction ^(^, y) doit 
être une intégrale de l'équation de Monge-Ampère (6) ; à toute surface intégrale (2) 
de cette équation correspondent une infinité de surfaces (2') décrites par l'élé- 
ment (a:', y', >s', />', q')* Toutes ces surfaces, dépendant d'une constante arbitraire, 
s'obtiendront par une quadrature au moyen de l'équation (4). 

Les coefficients R/>^, ^ypi ^xq^ Rx/> S de l'équation (6) dépendant de quatre 
fonctions arbitraires X, Y, P, Q, il semble qu'on doit pouvoir l'identifier avec 
une équation quelconque de la même forme. La suite du calcul montrera qu'il 
n'en est rien. Nous allons d'abord chercher à quelles conditions doivent satisfaire 
ces coefficients pour que l'équation (6) provienne d'une condition d'intégrabilité 
d'une relation de la forme (4) sans aucune réduction sur les coefficients. Cela 
revient à chercher les conditions d'intégrabilité du système (9), où Ton considère 
F|, F2, Fg, F4 comme les fonctions inconnues. 

Nous traiterons d'abord le cas particulier suivant. Si les formules (1) sont de 
la forme 

la condition d'intégrabilité conduit à l'équation du second ordre 

S5-hR = o, 

où l'on a 

dp dq ôy dz* ôx Oz'^ 
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inversement, les fonctions R et S étant données, cherchons à quelles conditions 
les équations (i6) et les relations 

sont compatibles. 

Des relations (i6) et (17) on déduit aisément les conditions suivantes, qui 
sont nécessaires : 

d^K ci /d^\ d^n âS 



dpdq-°' 

(.8) 


d*R d /dS 
dp* dy \dp 




dx dy ôz 


où l'on a posé 





dq^ ~ dx \dq )' dp àq dz 

z dx\dp) dy\dq)^ 



d^ 



dx dy dx \dy 



) 



Ces conditions sont aussi suffisantes, La première montre que S est la somme 
d'une fonction des variables (x, y, z, p) et d'une fonction des variables 
{x, y^ 5, q). On peut donc toujours trouver deux fonctions /i(x, y^ 5, p) et 
îpi(x,y, 2, q) telles que Ton ait 

et la première des équations (16) devient 

^(/-/i) ^ ^(y-yi) 

dp dq 

La valeur commune des deux membres de cette équation est indépendante 
de^ et de y, et, par suite, les fonctions /et ç doivent être de la forme 

/=/, 4- U/, -f V, ^ = 9, 4- U^ -+- W, 

U, V, w étant trois fonctions inconnues de x^y^ z, La seconde des relations (16) 
devient, en remplaçant/ et ç par les valeurs précédentes, 

où Ton a posé, pour abréger, 
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Des conditions (i8) et de la formule (19) on déduit sans peine que Ton a 

'ÔJ^-'"' 'ô^-'"' ôfàii-''' 

(i8y { 

dz " dx\dpl ^ dY\dqr 

A est donc une fonction linéaire en p et q^ et de la relation (20) on conclut que 
Ton a 

^ _ cAV _ cK f>V _ çHJ _ M d\ ô\N _ ^ ÔA àà\ 

ây ôz dp ' ôz ôx dq ' Oy ôx ' dp dq 

La condition d'intégrabililé bien connue de ce svstème 



(22) x:^.-^X77^^t:(/^^-+-7^-'^"^)^o 



ô^A à^'A ^( àA ÔA 

dp Oc dq Oy Oz \ Op ' Of 



est précisément identique à la dernière des relations (18)'. Cette condition étant 
supposée remplie, on peut prendre arbitrairement une des fonctions U, V, W; 
prendre, par exemple, U = o. Des deux premières équations (21) on tire alors 

r'OA , ,^ ^ ^., r'ow . 

V r= / ^r/^4-^(.r, r), ^^ =-J ^^^-^^(^»J)» 

et, en portant ces expressions de V et de W dans la dernière, elle devient 

r ( o-A_ ow \ ^^^ ^_!^ _.,-!_ "l^^.,^ 

c ^ \ Oq Oy Op Ox ) ^ Oy Ox ~ ' ^ Op ' Oq ' 

ou, en tenant compte de la relation (22^ 

()^__çhr_/^_ OA 0A\ 

Oy Ox~ \ ^ Op ' ^ Oq /-=c/ 

Il suffira de prendre pour 'i(^, J') et 7z{x^y) deux fonctions de x et de y 
satisfaisant à cette dernière condition pour avoir une intégrale des équations (21); 
une des fonctions ^ ou tt reste encore arbitraire. 

En résumé, les conditions (18) sont nécessaires et suffisantes pour que les 
équations (16) et (17) soient compatibles. Si elles sont vérijlées, toutes les 
solutions s'obtiennent par des quadratures. 

Si Ton a obtenu un premier système de solutions (/, '^), tout autre système de 
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solutions peut s'écrire {f-\- À, cp -f- jjl), les fonctions X et [jl vérifiant les relations 

dl d\i ô\ J/JL dk _ dix 

ô<i ' dp ' dp dq dy dx^ 

on démontre, comme au paragraphe précédent, que l'on doit avoir 

H étant une fonction arbitraire de Jc,y, z. Il est clair, en effet, que la condition 
d'intégrabilité de l'équation 

. , /, <m Oll\. ( , d\\ dH\ , 

est indépendante de la fonction H(j:,jk,5). 

4. Considérons maintenant le cas général des équations (y) où les coefficients 
R^y, Rj/), Rxçî Rx/j S sont quelconques. On peut toujours, et d'une infinité de 
manières, trouver quatre fonctions /i, /2» /s? /» satisfaisant aux trois premières 

^^ ôq àp~ '""' dy dp ~ "" ôq dx-^'''' 

on peut, par exemple, se donner/,, et l'on obtiendra ensuite /a, /2i/i P^^i* des 
quadratures. En posant 

F,=/t-+-^„ F,=/2 + 0„ F,=/3 h<ï>3, F, =/,-+-<!•*, 

ces trois équations deviennent 

r)*3 (^*4 J<^, â^î^i â^3 â^i O^i 0^^ 



-XT ^- -X7 • y 



. j 



Oq dp dp dy dz dq dx ^ dz 

on a vu plus haut (n® 2) que la solution la plus générale de ces équations était 
donnée par les formules 

^ ày} d\} ^, , ^ d\} ù\^ , 

U étant une fonction arbitraire de x^ y^ ^-i Pi ^\ f ^"^^ fonction de x^y^ 2, /?, et 
cp une fonction de a?, y^ -s, q. 
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Cela étant, posons, dans les équations (9), 

^ . dV dV ,, 

Fi =/■-+- 5^ +/> ^ +/('^. y> -' p)' 

Les trois premières équations sont vérifiées identiquement, et il reste les 
quatre équations 

df dx '^ dx dy dq 

^'^^ ^î?/:_^=s+^-^ + ^'-^, ^=0. 

dp dq ôq dp dx dy^ dp 

On retrouve ainsi un système de la forme (i6). En appliquant les conditions 
d'intégrabilité de ce système, tout en tenant compte de ce que/«,/2,/s,/'4 sont 
des intégrales des équations (23), on obtient par un calcul un peu long, mais qui 
ne présente pas de difficultés, les conditions d'intégrabilité du système général (9). 
Ces conditions sont les suivantes : 



dv \ do I dx \ do I 



d fd^\ . d fd\\yn\ . dn\f,^ _dn\^y , d [d\\yp\_ d^ yp 

>3 



dy\dp) dx\ dp ) dy"^ dp'^ </»' \ dq ) ^ dz 

^ ^ ax\ôf]J (ly\ dq ) dx^ dq* ax\ dp j dz 

_d^S ^ d fd\k„^\ ^ d {d\\p^\^ d'V^^, ^ tJ'Ryp i^Wp^ 
dp dq dy\dq) dx\ dp ) dp* dq* dz 

d*^ + ^^'».t7 ^ d* l\y„ ^ d_ /dl{^\ ^ d_ /dKy\ _ dW^y 

dx dy dy- dx^ dx \ dp ) dy\ dq ) dz 

Le calcul que nous venons de faire prouve que, si ces conditions sont satisfaites, 
les équations (9) admettent une infinité de systèmes de solutions que Ton 
obtiendra par des quadratures. Si Ton connaît un premier système de solutions, 
d'après ce qu'on a vu au n° 2, on obtiendra tous les autres systèmes de solutions 
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en remplaçant F|, Fa, F3, F4 par 

ôx '^ ôz ày ' dz dp ôq 

respectivement, ê étant une fonction arbitraire de :r, y^ 5, /?, q. 

5. Ayant obtenu F|, Fa, F3, F4, pour avoir X, Y, P, Q, considérons la forme 
de Pfaff 

(26) F, dx -h Fjû(y-+- Vzdp -{-h\dq -+- R{dz —pdx — q dy) -\- dK, 

où H et K désignent deux fonctions arbitraires de x^y^ ^) Pi 7> ^^ soit 

(27) dZ-hVdX-hQdY 

une forme réduite pour celte expression. Si nous remplaçons partout dz par 
p dx -¥■ qdy^ il vient 

P ^X -+- Q ^ = F , ^^ 4- F , û(x -h F, d>? -4- F4 ^7 

"^ dx ^-^-^ d[r ^^^-^ (^y. ^^-^ ^7 ^^^' 

Quelles que soient les fonctions H et K, les fonctions 

„ _^ r/(K-Z) „ ^ rf(K -Z) _ ^ ( ^(K-Z) ()(K-Z) 
*^'-^ dx ' ^'^ dy ' ^'^'-~d]i ' ^^'-^^ 

forment un système de solutions des équations (9). Si donc nous prenons pour 
X, Y, P, Q les fonctions qui figurent dans la forme réduite (27), la condition 
d^inlégrabilllé de l'équation 

dz'z=zPdX-^QdY 

conduira précisément à Téquation (6). Celte équation peut donc s'obtenir d'une 

infinité de manières au moyen de formules de la forme (i), puisque les fonctions 

H et K restent arbitraires. Mais toutes les solutions ainsi obtenues ne sont pas 

essentiellement distinctes. En effet, remplaçons K par une autre fonction K|, 

et soit 

rfZ,-+-P,^/X,-+-Q,^Y, 

une forme réduite pour la nouvelle forme de Pfaff, de telle sorte que l'on ait 

M^-hi\d\,-:hQ^d\^ = dZ-hPd\-^QdY-i'd{K,--K), 
Fac. de T., a* S., IV. 4^ 
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OU encore 

(28) rf(Z,-Z-K,4-K) -^ Pi dX,-^ Q,d\\=P d\ -h Q d\\ 

En parlant des formules 
(29) 

et, en écrivant la condition d'intégrabililé de p'^ dx" -i- q" dy" , on est encore 
conduit à Téquation (6). Mais l'identité (28) pi'ouve que X|, Y|, P|, Q, sont des 
fonctions de X, Y, P, Q, et les formules 

\,:=^,(X,Y,P,Q), 

Y, = '|,(X,Y.P,0), 

P,:=z^3(X,Y,P,Q), 

0, = 6,(\,Y,P,Q), 

qui expriment X|, Y'i, 1\, Qi au moyen de X, Y, P, Q, définissent une transfor- 
mation de contact (*) en (x, p). On passera donc des formules (i) aux for- 
mules (29) en effectuant une transformation de contact en (x, p) sur les variables 
x\ y ^ /?', q' . Nous ne considérons pas ces diverses solutions comme distinctes. Il 
est clair, en effet, que si p' dx' -{- q' dy' est une différentielle exacte, il en est de 
même de p" dx" -{' q" dy" , On voit de la même façon que les diverses formes 
réduites d'une même forme de Pfaff (26) ne sont pas essentiellement distinctes. 
Nous pouvons donc supposer K = o, et à toute fonction H(j:,^-, 5, />, gr) 
correspond une forme de Pfaff 

(3o) Fi dx -h Fj dy -+- F3 dp -h Ft dq 4- M{dz — p dx — q dy)y 

qui, ramenée à la forme canonique, fait connaître un sjsléme de formules (1) 
conduisant à l'équation (6). Les divers systèmes de formules correspondant aux 
diverses formes réduites de Tcxpression se ramènent à un seul par des transfor- 
mations de contact en (:r, /?). 

6. Une équation de Monge-Ampère étant donnée, pour qu'elle puisse s'obtenir 
de la façon qui vient d'être étudiée, il n'est pas nécessaire que ses coefficients 
vérifient les relations (26); il suffit que l'on puisse trouver un facteur X, dépen- 
dant de JT, y^ -3, />, gr, tel qu'en multipliant tous les coefficients de Téquation 

(* ) Voir, par exemple, le Mémoire de M. Darboux, Sur le problème de Pfaff {Bulletin 
des Sciences matlicniatiques, 2*" série, t. VI. p. 65). 
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proposée par ce facteur A, on obtienne de nouveaux coefficients satisfaisant aux 
conditions (aS). On a ainsi un système de cinq équations linéaires aux dérivées 
partielles du second ordre pour déterminer le facteur inconnu X. Il semble 
presque évident que ces équations doivent être incompatibles, si l'équation de 
Monge-Ampère donnée est absolument quelconque; on s'en assure aisément en 
examinant des cas particuliers. 

Prenons, par exemple, une équation ne renfermant que x, y^ 5, />, gr, r ; on a 

Viyq—O, R-j^=:o, S = o, 
et les équations (^5) donnent les conditions 

de sorle que l'équation doit être bilinéaire en r et q. 

Supposons encore que l'équation ne renferme ni /*, ni t. On a, dans ce cas, 

et les équations (25) donnent les conditions 

dp dq ' ùp ôq ' 

de sorte que l'équation doit être de la forme 

_ P + Q 

P et P| étant des fonctions de x^ y^ 5, p et Q, Q^ des fonctions de x^ y^ 5, q. 
Prenons encore l'équation 

(3i) s-\-f{z) — o\ 

nous pouvons poser 

Rp^=o, ^yp—Oy Rxç=o, Rj.^=X/(«), SzzX, 

À étant un facteur inconnu, et les conditions (26) deviennent 

dn ^^ âHl/(z)) ^dl 

dp dq ' dp dq dz ' 

^y\^p) ^P' ^ dx\dq) dq^ 

jn^ ^ £ / d{if(z)) \ ^ _d^ ( daf(z)) \ __ dq/jz)) 

dx dy dx\ dp ) dy\ dq ) dz 
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Les deux premières montrent que "k doit être de la forme 

^ = ?(^> y y p) H- +(^. y> 7); 

les deux suivantes deviennent alors 

Si la fonction /(5) ne se réduit pas à une constante, comme nous le supposons, 
il faudra que Ton ait 

à^Q d^o d^dt â^df 

^ = G, x;î = o, -.-^ = o. ^^ = o, 



ày dp " dp* ~" ' dxdq ôq^ 

et Ton aura, pour \ une fonction de la forme 

La dernière condition devient 

^ + ^/'(.) = (X'-Y')/(.); 

OU satisfait à cette équation en prenant X'=Y'= G, [jl = o. Pourqu'il y ait d'autres 
solutions il faudra que Ton ait aussi 

f*/'(c) = (X'-Y')/'(s), 

c'esj^-à-dire que yr^jT ^^^^ indépendant de 2; la fonction /{z) aura donc la forme 

(32) f{z) = az-h b, 
ou la forme 

(33) /{z) = e--^-^\ 

a et 6 étant des coefficients constants. Dans le premier cas on devra avoir 

X'- Y'=: C, -^^ -h au = o, 

ox ôy ^ 

et dans le second cas 

X'-Y' 
' a 

les fonctions X, Y restant arbitraires. 
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ir. 

7. Tout système de formules de la forme (i) conduit bien à une équation 
de Monge-Ampère pour déterminer les surfaces (2) décrites par l'élément 
{x^ y^ z, Pj q)j auxquelles correspondent des surfaces (S') décrites parl'élémenl 
{x',y^ z', p'f q')* Mais les surfaces (S') elles-mêmes ne sont pas en général les 
intégrales d'une équation du second ordre, car on déduit des relations (i) deux 
équations simultanées du troisième ordre pour défînir z' en fonction de x' et de y\ 
lorsque les fonctions X, Y, P, Q sont quelconques. Nous sommes donc conduits 
à examiner la question suivante. Les fonctions F|, F^, F3, F, élant connues, 
comment faut-il prendre la fonction H pour qu'en ramenant l'expression 

(34) ¥^dx-\- Fî dy -+- F3 dp -^ F^ dq ^\\{dz—pdx — q dy) 

à une forme réduite 

dZ-hPd\-^QdY, 

les formules 

,^^, ( ^'=X(a:,/, 5, /?, 7), y'=:\{Xyyy z,p, q), 

(o5) { 

définissent une transformation de Bâcklund? 

Nous rappellerons d'abord .quelques propositions bien connues qui jouent un 
rôle important dans la théorie du problème de Pfaff(*). Étant donnée l'expres- 
sion différentielle 

(36) Sd=\idXi-i-\idXf-{-. . .-^Xndxii, 

où X|, X2, ..., X„ sont des fonctions données de Xty x^^ .-., x,t^ le système 
d'équations différentielles 



(37) 



où l'on a posé 



a, , dx^ -h . . . -H rt/i 1 dx^ z=. o, 

«1 j dXx 4- ... H- Ctnt dXn ■=• o, 

, 

«Irt dXx 4- ... -H ann dXn = O, 

ttifc ::= -V 5 y 

OXjf OXi 



(*) Darboux, Sur le problème de Pfaff {Bulletin des Sciences mathématiques y 
!• série, t. VI, 1882). 
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est un système invariant associé à la forme de Pfaff(36). Si l'on remplace les 
n variables xi par n variables indëpcndanlcs nouvelles j^^/, la forme 0^ se change 
en une forme analogue 

V| dy^ 4- Y, r/y,-h . . . -h Y„ dYn. 

où Y|, Y.j, ..., Y„ sont des fonctions deyi, ^2^ •••i ynt d le système (3^) esl 
remplacé par un système de même forme 



^1 dy\ 
bxt dy^ 



^n\ dyn 
^nî dyn 






b^ndy^ 



où 



ànndyn^O^ 



''~àyl ày, 



Dans le cas de la forme (34), le nombre des variables indépendantes est égal 
à 5. Les équations (87) se réduisent à qualre équations distinctes, car le déler- 
minant 

^11 «il «3i «41 «51 

«11 «î, aj, «48 rtjj 
«ij «13 «33 «43 «33 

«14 «24 «34 «44 «54 
«13 «ïô «35 «45 «55 



est un déterminant de PfafT d'ordre impair, d'après les relations évidentes 



aii=zo, 



^ik-^ aki=^o. 



jNous supposerons qu'elles se réduisent à quatre équations distinctes, et non 
à un nombre moindre. Elles admettent alors quatre intégrales distinctes, dont il 
est facile d'avoir la signification. En effet, l'expression (34) étant supposée 
ramenée à Tune des formes réduites, 

dZ -h P rfX -f- Q ^Y, V d\ -h O d\\ 
le système invariant (87) se réduil pour l'une ou l'autre de ces deux formes à 



d\ := o, d\ =1 o, dV := o, d() =1 o ; 
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les fondions X, Y, P, Q, qui figurent dans la forme réduite, sont donc des inté- 
grales du système invariant (S^), et toute autre intégrale de ce système est une 
fonction arbitraire de X, Y, P, Q. Si la forme (34) pouvait être ramenée à Tune 
des deux formes 

dZ-\-PdX, Pt/X, 

le système invariant correspondant se réduirait à deux équations distinctes seule- 
ment qui s'écriraient avec les variables de la forme réduite 

dX = o, dl? = o. 

C'esl le cas exceplionnel que nous laissons de côté. 

Le système invariant qui correspond à l'expression (34) est 

ùy dx ' dx dy ) ^ \ dp ôx ^P ) 

iô\\ OU ô\\\ , {ô\\ d\\\ ^ 

^-— * -. — -4- ^^^\dx-h (^^^ — ^ -r -"V/> 

ôx dy ' dx ' ôy ) \ J/? dy ^ dp ) 

ùx ' dp dp ) \ dy ^ dp dp ) " 

(d\\ dV,\ , (d\\ d\\\ , 



dx ^ dq dq ) *^ \ dy ^ dq dq ' "* 



dp àq ) ' \dz dq 



ce système peut encore s'écrire, en ajoutant à la première équation la dernière 
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multipliée par /?, el à la seconde équation la dernière multipliée par q^ 



(38) 



o. 






O, 



( 



«JF. <?FA ^. ^ /<)F, dll 



<^7 àp 



)rf7 



t)F 



-f)<- 



pdx — qdy) =i o. 



(s-t)''-(f--t)''- 



dU\ 



(f-t)*-(§-57J<''=-"'--"'^> 



O, 



(^ - ^) ^- (f - f ) "^ 

dH _ dV 
dp 



/OH dV\ 



dzi'^p^K-^i --^-i^'y 



=: O. 



Rappelons encore les propriétés suivantes des transformations de Backlund ( ' ) : 
Si les formules (35) définissent une transformation de Backlund, elle peut être 
une transformation Bj ou une transformation Ba.-Elle sera une transformation lî^ 
si à un élément {x' ^ y' ^ z\ p\ q') correspondent oo* éléments unis {x^y^ z, /?, y), 
c'est-à-dire si le déterminant 



d\ 


d\ 


d\ 


â\ 


dx 


^y 


àp 


àq 


d\ 


d\ 


â\ 


â\ 


dx 


dy 


dp 


àq 


dV 


dV 


âP 


dV 


dx 


dy 


àp 


àq 


dQ 


dQ 


àQ 


àQ 


dx 


dy 


àp 


àq 



est nul. Cette égalité exprime que X, Y, P, Q sont des intégrales d'une équation 



(») Voir la Ttièse de M. Glairin; I"" Partie. 



QUELQUES TRANSFORMATIONS DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC. 3l7 



linéaire de la forme 



, ^V _, d\ .. d\ 

k-j hB-^ h(. -T- 

dx dy dp 



Ùq 



A, B, C, D étant des fonctions de or, y^ 5, /?, q. Les caractéristiques de cette 
équation sont données par le système d'équations différentielles 



dx dy dz dp dq 

"Â" ~" ^ ~ A/> -+- B7 ~ "C " 



TP 



et l'on voit que ces caractéristiques doivent satisfaire à la relation 

dz — p dx — q dy z=zo, 

. c'est-à-dire qu'elles forment des multiplicités M, d'éléments unis. Or, si X, Y, 
P, Q sont les fonctions qui figurent dans la forme réduite correspondant 
à l'équation (34), les équations 

représentent l'intégrale générale du système (38). 11 faudra donc que les équa- 
tions (38) entraînent la relation dz — p dx — qdy-zrr^o^ et cette condition est 
suffisante. Si l'on remplace dz par p dx -\- qdy dans ces équations, elles devront 
se réduire à trois relations distinctes entre dx^ dy^ dp^ dq. Pour cela, il faut 
d'abord c|ue l'on ait 



(39) 



o 

(/F, dY, 
dx dy 

dx 



H 



dp 



d¥^ 
dx 



dp 



rt'F, - 


rfF, 


dF, rfF, 


'(X 


dx 


dp dx 







dFt dF, 
dp dy 


~<iy 


dF, 
dp 






^f * ^ H - ^^' 



dy 



dY, d\\ 



dq dp dq 



dY, dF, 



dq 


dx 


dF, 


rfF» 


dq 


df 


dF, 


àF, 



H 



dq dp 



o 



= 0. 



Nous avons là un déterminant de Pfaff d'ordre pair, et par conséquent un 
carré parfait. En l'égalant à zéro, nous obtenons, pour déterminer H, une équation 



du second degré 



(4o) 



rfF, rfF,\/<^F, dF^ 



dy dx / \dq dp 



I 



dp 



dFj 

dx 



-^-H 




dF, 



dF, dF,\^dF, rfF» 
dp 

dF^ 



dy J\dq 



dx ) 



-^-H ; 



dq dy 



Fac. de T., a» S., IV. 
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cette condition est suffisante, car tous les mineurs du premier ordre du déterini- 
nant précédent seront nuls aussi, et les quatre premières des équations (38) se 
réduiront à deux seulement. 

En résumé, pour que la forme de PfafT (34) conduise à une transformation de 
Biicklund Bj, il faut et il suffit que H soit racine de Téquation (4o)> 

8. Cherchons maintenant à quelles conditions les formules (i) définissent une 
transformation de Backlund B3. De ces équations on déduit, en diflerentianl, les 

relations 

, , ^\ , d\ , àX , à\ , 

dx' = -j— dx -\- —r- dv -+- ^— dp -f- -ï— "7f 
dx dy " dp dq 

r'dx-^s'df^^^dx-^-dy^-j^dp-^-^d.j, 
s'dx'-^t'dy=-dx-^^dy^^dp^-^^drj, 

qui permettent d'exprimer rfx, dy, dp^ dq en fonction de dx' ^ dy\ ou encore dx! ^ 
dy' , dp, dq en fonction de dx et de dy. En écrivant que le coefficient de dy 
dans dp est égal au coefficient de dx dans dq, ou est conduit à la condition 
suivante, donnée par Backlund sous la forme la plus générale (*) : 

(4.) [\, Y](r'<'-.v")-[\, Q]r'+[V, IM/' + [r, Q] + ;[X. P]-[Y. Q]l5' = o, 
[//, i'] désignant le crochet jacobien 



[ 



()v/du du\ ai' /Ou du\ 

~à^\ôx'^^d^)'~d^\ây'^^lh) 



Pour que les formules (1) définissent une transformation de Backlund B3, il faut 
et il suffit que les rapports des coefficients de Téquation (4i) ne dépendent que 
de X, Y, P, Q, ce qui fournit quatre conditions auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions X, Y, P, Q. 

Si ces fonctions étaient connues, il serait toujours facile de s'assurer si ces 
conditions sont vérifiées. Mais, dans le problème qui nous occupe, X, Y', P, Q 
ne peuvent pas être considérées comme des fonctions connues de x,y, z, p, q\ 



^^ ) Voir Darbouk, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. IH, p. 440' 
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nous savons seiilemenl que ce sont les fonctions qui figurent dans la forme 
réduite de Texpression de Pfaff(34), où le coefficient H de dz est lui-même indé- 
terminé. 

Pour lever la difficulté, on peut employer Tartifice suivant, qui n'exige pas de 
trop longs calculs. Supposons que l'expression de Pfa(r(34) soit du Ivpe indé- 
terminé, de façon que la forme réduite soit 

r/Z -h P ^ -f Q d\, 
X, Y, P, Q, Z étant cinq fonctions indépendantes de x^ y^ z,p,q\ nous poserons 

(42) U(/) = ^' 

(43) V(9,4.)_-j^-^^,^[\,ï]+-i^^^^^^ 

i 1 n(y,4^) iliM^lirx Pi-rv OV 
^ 2|l)(X,P)""l)(V,y)î''- '^ Li.^^J,. 

/, c5, 'l étant des fonctions quelconques de X, Y, Z, P, Q. Si les rapports des 
cinq expressions 

(44) [X,Y], [X,Q], [Y,P], [P,Q], [X,P1-[Y,0] 

ne dépendent que de X, Y, P, Q, les deux équations où l'on regarde tp comme 
inconnue : 

(45) U(9) = o, V(9.4;) = o, 

formeront toujours un système complet, pourvu que l'on prenne pour ^ une 
intégrale quelconque de l'équation 

U(+) = o; 

en effet, dans Téquation V(îp, 'i) = o, les rapports des coefficients de -r—-» -t^> 

lu' Tïn ^^'^^'^*^ indépendants de Z, pourvu que la fonction ^ soit elle-même 

indépendante de Z. Réciproquement, si les équations (43) forment un système 
complet toutes les fois que '^ est indépendant de Z, les rapports des cinq expres- 
sions (44) doivent être indépendants de Z. On s'en assure aisément en faisant, 
par exemple, successivement J; = X, 'i = Y, ^ = P, »]/ = Q. La condition précé- 
dente est donc nécessaire et suffisante pour que les formules (i) définissent une 
transformation de Backlund. 

Le principe de la méthode étant expliqué, nous allons chercher ce que devient 



320 K. GOURSAT. 

le système (45) quand on passe des variables X, Y, Z, P, Q aux variables x^y\ 
-3, /?, q. Les intégrales de Téqualion lî(/) = o sont précisément X, Y, P, Q, de 
sorte que les équations différentielles des caractéristiques doivent être identiques 
aux équations (38). Si f est une intégrale de U(/) = o, la relation df=, o, ou 

-J-dx ^ -f-dy -^ -{-dp-^ -J-dq ^ -J-(dz — pdx--q dY) — o^ 
dx dy ^ dp âq ôz '^ / . / 

doit être une conséquence des relations (38). Les quatre premières de ces rela- 
tions sont distinctes si H n'est pas racine de Téquation (4o) et, par suite, Téqua- 

tion -^ = o devient, avec les variables x, y^ ^j Pi Çt 



âZ 



m 



(/y dx dp dx dq dx dz dx 

àl\ „ ^F, d¥. é/Hî 

dq 

àV, ^ _, 

Ôq ^ 



dV. dV\ 
dx dy 


o 


dF^ dY 
dp dy 


dx dp 


dl\ dï\ 
dy dp 


o 


dF, d\\ 
dx dq 


d¥, ^ jj ^F, 

dy dq 


d\\ d\\ 

dp dq 


df 


df 


àf 


dx 


dy 


dp 



dy 


dz dy 


(^t\ 


d¥^ • d\\ 


dp 


dz dp i 




c^F, c>H : 
dz dq 




o 



dq 

9. Avant de nous occuper de l'équalion V(cp, ^)== o, nous établirons d'abord 
quelques relations auxiliaires. Nous poserons, pour abréger, 

^/\ _ d\ _ à\_ . d\ _ d\ _ d\ d\ _ , c^Y _ 

17:^-^0, 777-^0, -^-d,, ^-^0, -^-«1» ây-^'' Tp~-'^'' d^'-*'^ 

(47)'rt^P ^/P , ôV , dV dQ dQ . àQ , dQ 

(ad),j^iaidj — ajdi, {ab)ij — athj— ajbi, ... (/,y — o, 1,9., 3). 

Les expressions telles que {ad)ij sont liées par un certain nombre de relations 
dont nous aurons besoin; on les obtient facilement comme il suit. Désignons par 
Uij W2j ''sî '^4 quatre indéterminées, et posons 

/ Vi =: fl'o ''1 -^ ^0 "2 -+- ^0 W3 -H do u^, 
i'2 1^ a, Ui -h ^i //j -h c, //j 4- <:/i W;, 

(48) { 

I r^ — a,w,-f- /'3''2-l- ^s'^a-^ ^3'';; 
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on lire de ces formules 

^3 r, 4-Cai',— r, i'3— Co^'4=[(«c)o3-l-(«c)„] «,4- [(^c)o3-i- (^c)„] w,H-[(t/c)o5 4-(c?c)t,] «4, 
/?3r,-h />ii'2— ^,r,— ^o*'4=[(«^)oî-+-(fl'^)n] Wi-i-[(c^)o3-H(c^)n] Wj-^ [(^^)oa-+- (^^)iî] w*, 

^3<'l-+- ^î^'l— «1*'3— «0<'4= [(^«)oî-+- (^«)u] ''î-^ [(C«)03-^- («^a)„] ^/3-|- [( fi^« )o3 "t" (^^ )l2 ] "4- 

En multipliant respectivement ces dernières formules para/, ô/, — c/, — rf,, on 
ol)tient quatre nouvelles formules, dont nous n'écrirons que la première 

(49) [(^^)o3-+- (^^)o3l<'i-+-[(«^Ooî-H(^c)o2]i'2— [(flrt/)o,-h(6c)oi]r, 

=: [(aC^)o3-H («^)lt] («0"l -H û^0"4) -+- [(^û^)os-i- (^^)lî] (û^O «î + ^0 "4 ] 
[(C^)03-^- (^^)u](«0W3— ^0«4) H- [(<7C)o3-|-(ûrc)„](6oMl-|-û^oW3] 

[(^c)o3-H(^c),j](^?oWî-+-c-oM*) 4-[(a^)o3-^-(«^)u](û^o«î — ^o"t]- 



En donnant aux indéterminées e/f, e/27 ^^31 Uk des valeurs particulières, on peut 
obtenir des relations qui nous seront utiles. Si, parexemple, nous prenons Ui=cl^^ 
H.^ = r, , W3 = — bi, W4 = — rt< , on a 

et la relation (49) devient 

(5o) [{ad^y-^ {bc)oi][{ad)oi-h {bc)oi'\- (ad)yi-h (bc)^^] 

= [(cd)oz-h {cd)ii] (M01-+- [(^û^)o3H- (^^)ii] («^)oi -H [(«O03-+- («c),j] (M)o, 
-^[(^^)o»-^(rt^)i2](û^^)oi+[(«^)o3H-(«ûOij](ûr^)oi-H[(^c)o3-+-(Mn](^c)oi. 

Si nous faisons de même dans Tidentité (49) 

u^—d^, Ui=Ci, u^^-^bjy u^ = — aiy 
il vient 

i, =:(ar/)o3-+- (bc)Qi, r,= (ac^),j-h (^c),„ r3=(«^)j3-h (6c),3, ^\=o, 
et Ton a une nouvelle relation 

(5ï) [(«û^)o3H- (^c)o3]'H- [(^^)o2-f- (^c)oî] [{ad\,-h (6c)„] 

- [(a^)o,-i-(6c)o,][(a<i),3H-(^c),3] 
= [(crf)o3-^ (c^)n] (^«)o3-l- [( W)o,-f- (M),,] (ac)o, 
-h [(ac)o,-l- (ac )„] {bd)oz-h[(ab)o^-h {ab)ii] (dc)oz 
-^ [{ad)oi-h {ad)ii] {ad)^i-h [{bc)oi-h {bc)ii]{bc)o^. 
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De ces relations (5o) et (5i), il serait facile d'en déduire d'autres par des per- 
mutations de lettres ou d'indices. 

10. Cela posé, considérons l'équation 

(52) W(9. ^) = [(c^)3o+ (c^).,] ^xA9,^) + [(M),o -V (M),,] A,^(9, ^) 

H- [(«c)o3-+- (rtc),,] lyp{c^,^) 4- [{ab)oz-h («^)„] A,,^(9, ^) 

où l'on a posé 
A.r(9.<l')=^^-^^. A„(<p,4,)=gg-g^^ A,,«p,4')-^g-^0' 

A.,(?,'J')=^^-^^. ^'-(^•"l')=^5^-5Îd/ ^^'("P'+)=^5j-#5^- 

Ch«fchons ce que devient cette équation quand on prend pour variables X, Y, 
P, Q; nous supposerons que les fonctions çp et i( sont des intégrales de l'éqna- 
lion (46) ou, ce qui revient au même, de l'équalion \}{f') = o. Ces fonctions 
sont, par conséquent, indépendantes de Z. On a 

D(9,|) _ nÇy.'j^) J)(X, Y) , D(ç.^) 1)(X,P) _ n(y.J/) P(X,Q) 



onc 



D(x,j) 1)(X,Y) D(x,j) l)(\,P) D(ar,j; D(X, Q) D(a?,j) 

D((p,4/) 1)(Y. P ) !)(?.■]/) D(Y,Q) D(y,4/) P(P.Q) 
"*"D(Y,P) D(^,7) "^D(Y,Q) 0(x,j) "^IKP.Q) h(3c,y)' 

et de même pour _ , ' ^, > • • •• Le coefficient de .. ?,' T*/ dans W(«p, <!<) est d 

' \){x,p) J)(X, Y ) \i' . / 

/ J^ t|I)(X,Y) D(X,Y) 1)(X. Y) 

r,».^x //^x TJP(X.Y) I)(X,Y) 

r, s / N TiD(X,Y) 1)(X,Y)) r/ »x / /x il^^X.Y) 

ir/ ^s / j^ //. X // N -,\D(X,Y) l)(X,Y) D(X,Y) D(X,Y)) 

c'est-à-dire, d'après les notations (47)» 

[(C^)03-i- (ce/),,] (6a)o, -h [(M)o3-h (^^),2] (^C)o, 

H- [(^c)o3-f-(ac),.](6^)j,-^-[(^/^o3)-H(a6),î](e/c)oi 

^-U(«^)03 4-(^^)l2— (^t')o3— (/^C),2][(rtt/)oi— (6c)o,]. 
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En tenant compte de la relation (5o), on voit aisément que ce coefficient est 



ésral à 



i[(«^)oj-+-(^^)o3 4-(«^)iî-+-(^c)„];(rtû^)o,4-(/>c)o,i. 



r\ -1 * I no ' 1 IM9»'4') f^CÇf^') ï^(9>^) j 

On verrait de même que les coelficients de . \I ^ ^ Î7 VP^' \1(V n\ 
W(cp, tjy) sont respectivement 



^"""'^ JM X! qV " J[(«^)«'+(^^)03-^(«^)i«-^(^Olî]!(«^)01+(^O01 



Pour .— ■ ^ 



l)(V, P) 



l[(«û^)o3-+-(^c)o,-i-(ac^)„-h(^c)n] i(ac^),3-f-(^c)i3 



*'''"' \){\\ V) ' ' ' ï[(«^)o3-+-(^^)o.4-(«^)t,+ (^c),,]j(«û^)3,+ (6c')3, 



Quant aux coefficients de . ^^* ^ et de iw y px > on vérifie aisément, au 

ino)^en de Tidentité (5 1) et de celle que Ton en déduit en permutant les indices o 
et 3, I et 2, que la difl'érence de ces coefficients est 

K(«^)us-H (^^)oJ-+- («^)ij -H (^c)„] [(aâr)o3-h (^c)o,— («^)i2— (^c)i,], 
tandis que la somme de ces coefficients est égale à 2 : 



(53) 



è='j[(ad),,-h(bc)o^-(ad),,-{bc),,y 
-^2[(ad)ot-h{bc)ot] [{ad),^-^(bd)^^] 
— 2[(ae/)oi-f-(6c)oi] [(cid)ii-h{bc\^]. 



Posons encore 



(5'.) 



h = {adU-h(bcU-+- (arf)„+ (6c)„= - [X, I>] - [Y, Q], 



et observons que l'on a 

(ad)„-l- (6c)„ = - [X-, Y], (arf)„+ (6c)o, = - [X, Q], 
(arf)„+(fcc)„ = -[Y, I']. («rf)„4-(«'c)„ = -[P, Q], 

{ad)„-h{bc),^- {ad)^,-{bc),,= [Y, 0] - [X, !>]; 
d'après les calculs que nous venons de faire, nous avons l'identité 



(55) 



w<„„ = ^'v„.+,.|jBi± 



Ô|D(9.4.) , D((p,+) 



) D(Y,Q) 
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U'aulre part, on a identiquement 



f *?' ^^ - i)Tx, Yl [^' ^ J + nTxTQ) ^^' *^ ^ ^ dTvTP) ^ ' ^ 

ce qui peut encore s'écrire 

^^"^ L?.+J->(?,?J 2 |D(X, 1»)^I)(Y,Q)) 

Des deux équations (55) et (56) on lire 

(57) (ô- ^)V(9,<{,) = Ô[9.^] + AW(9,|). 

et il ne nous reste plus qu'à montrer que tous les coefficients du second membre de 
la formule (67) s'expriment au moyen des coefficients de la forme de PfaflT (34). 
On a d'abord, en se reportant aux formules (7), 



J>(X,P) J)(Y,Q) 

ci y dp dy dp dv dp dy dp 
dx dq dx dq dx dq dx dq 



(cdU + icd)„= '-11^^' + '4èT^^=lW 









... , ., d\ dV d\ dP dY dQ dY dQ „ 

dx dy dy dx dx dy dy dx -^ 

(«^),3 + («A.-(ftO..-(6c)..=:^^ -^â^ '- = ^- 

de sorte que Ton peut encore écrire 

(58) W(9, ^) --= K^,A,^(9, +) -^ \\y,l,,{o, ^) 

-h R^^A,.^(9, 4.) 4- R^^A;,^(9, •];) -4- ^ ; A^^(9, ^) - \y,(o,^)[. 

D'autre pari, de Tidentilé 

(fL -h P r/X -h ^Y z= F, dx -h \\ dy 4- F3 dp -h F4 dq -^\\{dz—p dx — q dy), 
on tire facilement 

(59) /,:=[1>.X]+[Q,Y] ..^_f''H-^'-^-.H. 

dp dx dq dy 
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Pour calculer S, observons que si l'on permute les Indices o et i , 2 et 3 dans la 
formule (5 1), et si l'on ajoute les deux formules, Tégalîté obtenue peut s'écrire 

[(«û^)o3 4-(6c)o,--(at/),,-(^^c),,]*H-4[(a^)oi-4-(^c)o,][(at/),j-h(6c),3] 

-~4[(«^)oi-f-(^c)oi]t(a^)„4-(6c)„] 

-^ 4[(M)o,-h (M),,] [(ac)oj-i- (ac)„], 
et Ton en lire 

(60) 3 = 1 jS^H- 4R;rrRp-/- 4RypH;r^(. 

A' 
Quant au coefficient 5 de V(cp, ^) dans la formule (57), on vérifie sans 

peine qu'il est égal au déterminant des seize quantités a/, 6/, c/, e//. 

L'équation V(ç, •]*) = o, où Ton suppose que ç et t{< ne dépendent que de X, 
Y, P, Q, est donc remplacée par l'équation 

(6f) iîS«+4R:rrR/.7-4RrpR^7l[9»+] 

où entrent seulement les variables x,y, 5, />? ç et les coefficients F<, F2, F3, 
F4, H de la forme de PfalT (34); R/»^, Rjr/i R>-/», Rj-y, S sont données par les 
formules (7). L'équation U(/) = o est de même remplacée par l'équation (4^)- 

Remarques. — Le résultat précédent donne lieu à quelques remarques. Si A==o, 
l'équation (61) se réduit à [^, A]= o; ce résultat pouvait être prévu, car on a 
alors [X, P]-f-[Y, Q] = o, et V('^, i^) est identique à [y, »}]. Pour que l'équation (61) 
se réduise de même à W(o, J/) = o, il faut et il suffit que le coefficient de [©, A] 
soit nul, c'est-à-dire que l'équation de Monge-Ampère (6) ait ses deux systèmes 
de caractéristiques confondus. 

On peut observer encore que le coefficient de [©, ^] est un invariant de Téqua- 
tion (6) relativement à une transformation de contact quelconque, tandis que 
W(cp, A) est un covariantdelaméme équation relativement à ces transformations. 
Les deux relations 

expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour qne les deux équations 

forment un système complètement intégrable, dont toutes les intégrales appar- 
tiennent à l'équation (6). 

Fac. de T., a* S., IV. ^2 
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11. L'équation (46) développée donne de même, après suppression d'un fac- 
leur commun difTérenl de zéro, et en remplaçant /par 'f, 

"^ "^»|rfx [ôz dp \ àpl as dx J 

'"Uqldz dx \ dxYdz dq \\ 

"Uyldz dq \ dpldz dy\\ 

^ '"Uyldz dq I àq Idz dy\\ 

'^ "\dpldz dq\ dq\_dz dp\\ 

"+■ [ l*xy l^p^ — '^xq Ivp — ^xp ^yq J "TZ ^^ ^ > 



on a posé 






de façon que l*on a encore 



dF, rfF, dF, rfF» 
(>/? c^^ âq dy 



^xp ~^ ^yq — ""^ — ; — "^ ï ; 2 H . 



Nous sommes maintenant en mesure de résoudre la question proposée, qui se 
ramène en définitive à celle-ci : Trouver les conditions pour que les deux équa- 
tions (6i) et (62), où^est la fonction inconnue, forment un système complet 
toutes les fois que ^ est une intégrale de l'équation (62). 

C'est un cas particulier d'un problème plus général dont la solution est bien 
aisée. Soient Xt, x^^ ..., x,i un système de n variables indépendantes et un 
système de deux équations linéaires 

(64) L«,) = /,(+)|î- + /.(+)g+...*,.(+)^=o, 



dx, ' ''dx, ^'^ OXn 
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OÙ les coefficients X/ et cLik sont des fonctions des n variables indépendantes x^^ 
^'11 • • -9 ^ni vérifiant les relations 



(65) 



a/i=o, 



«/*-+- «A/^O. 



Cherchons à quelles conditions les deux équations L('f ) = o, M(ç) = o forment 
un système complet toutes les fois que l'on a M(t{/) = o. Formons Téquation 



L(M(cp))-M(L(9))=:o; 



do 



le coefficient de -r-'- dans cette équation est 

L(X,)-M(/,(^)) 
ou, puisqu'on suppose que i^ est une intégrale de M(tJ;) = o, 



c'est-à-dire 



L(X,) + /,(M(4;))-M(/,{<1/)), 



k=n 



d^ 



C'est encore une forme linéaire /7i|(tj^), et le coefficient de -~- dans cette expres- 



sion est 



otik-nr -+-«jA--37r ^-- • -'^^^nkTzr -^ //(Xa) — M(aM) 



âxi 



âXi 



dXn 



ou, d'après les relations (65), 



//(XA)-/*(X,)-M(«a). 



JNous poserons donc 



(66) 



n 

m,(|) =2 !''(X*) - '*(X,) - M(«a)! ^ 



*=1 



(67) N(<p) = ,«,(1) g + ;«.(4.) I?- +...+ „,„(!) |i.; 

l'équation N(cp) = o doit être une combinaison linéaire des équations (63) et (64), 
pour que celles-ci forment un système complet. Il faut, pour cela, que tous les 
déterminants du troisième ordre déduits du Tableau 



/l( + ) /,( + ) ... ln{^) 

mi(ij^) /w,(^) ... ni^{^) 

Jv} j\2 ... ^n 



soient nuls lorsque ^ est une intégrale de l'équation M(t{/) = o. 
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12. En appliquant cette méthode au système formé par les équations (62) 
et (61), on sera conduit à un certain nombre de conditions auxquelles devra 
satisfaire la fonction inconnue H(x, y, Zj /?, q); ces conditions renfermeront, 
en général, les dérivées partielles du second ordre de H. Je laisse de côté dans 
ce travail Tétude de ce système dans le cas général, et je me bornerai à quelques 
cas particuliers. 

En premier lieu, remarquons que lorsque les coefficients de réquatîon de 
Monge-Ampère proposée (6) ne renferment pas l'inconnue 5, si les conditions (a5) 
sont satisfaites, on peut obtenir pour Fi, F^, F3, F4 des fonctions indépendantes 
de z. En prenant pour H une constante H = A, l'expression de Pfaff 

Fi dx -h F, e/y 4- Fa dp -hF^dg -^ k{dz — p dx — q dy) 

admettra pour forme réduite une expression de la forme 

d{kz)-^Vd\-^(idY, 

X, Y, P, Q ne dépendant que de x^y^p^ q. On aura donc une infinité de trans- 
formations B3, dépendant d'une constante arbitraire A et conduisant à l'équation 
proposée. Les formules qui définissent la transformation ne renferment ni Zy ni z\ 
Considérons encore des formules de la forme (i5) : 

(i5) x'=a:, / = /; p'=f{x,y,z,p), 7'=?(J?,7,-,7); 

pour qu'elles définissent une transformation B2, il faut que x^y^f, cp soient des 
intégrales d'une équation de la forme 

^(dW d\\ ^fd\ d\\ ^d\ ^d\ 



11 est clair qu€ l'on doit avoir 



Ar=B=0 



et, par suite, 



dp aq 



Comme C et D ne peuvent être nuls à la fois, / doit être indépendant de p 
ou ç indépendant de q, La réciproque est évidente, pourvu que celle des fonc- 
tions y, cp qui ne contient pas les dérivées de z contienne z. 

Il est facile de trouver directement à quelle condition les formules (i5) définis- 
sent une transformation Bj; en effet, on lire de ces formules 

dy dp dx dq 
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et, par suite, ' 

\dp ôqj'^dpdx dqdy"^^'^^' 
Il faudra donc que le rapport 



dp dq 



soit une fonction des quatre quantités x^ y^ /", ç seulement, ce qui résulte aussi 
de la formule générale ( 4 1 ) du n" 8. 



IIL 

13. Nous allons appliquer la méthode générale à Téquation linéaire 
( 68 ) 5 4- a/> H- 6<7 -h C5 =1 o, 

où a, 6, c sont des fonctions des variables indépendantes x et ^, et chercher 
les transformations de Bâcklund de la forme (i5) qui conduisent à cette équation. 
Le premier problème à résoudre est de déterminer un multiplicateur a tel que, en 
multipliant Téquation par X, les coefficients de la nouvelle équation vérifient les 
conditions (18), où 

R =:'k{ap -^- bq -h cz)^ S = X. 

Elles donnent d'abord 

an 



= 0, 



âpâq'^ ' 

de sorte que X doit être de la forme 

X = P-t-Q, 

P étant une fonction de a:^y, z, p, et Q une fonction de ^, y, z, q, La relation 
= -r- donne ensuite 



dp dq ôz 

OZ OZ Ôq dp 

OU 

ôz dp dq dz* 

le premier membre de cette égalité étant indépendant de q^ et le second membre 
indépendant de p, il s'ensuit que [c^tte expression est une fonction [x(j;,y, ^) 
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pour qu^elles soient compatibles, il faut et il suffît que Ton ait 

' o.r a y 

(^tte condition exprime que les invariants de Téquation adjointe de Féquation 
linéaire (68) sont identiques à ceux de Téquation obtenue par une des transfor- 
mations de Laplace (*). On peut alors, en changeant z en p5, ramener l'équa- 
tion à la forme 

(76) 5----^j^7-v.- = o, 

V étant une fonction de x^y^ qui peut être quelconque. Les équations qui déter- 
minent V sont alors 

^Iag^i^__ Jlo{?v Jrogi'_ r^logv 

dx ôx ' ôy ôy 

et Téquation (68) admet le multiplicateur 

(77) > = -'7-^p('^»r)» 

C étant un facteur constant et p.(^, Jk) une solution de Téquation adjointe. 

Examinons maintenant le cas où les deux fonctions u et r sont diflerentes do 
zéro. Si Ton change z en 0:;', Féquation linéaire (Proposée (68) est remplacée par 
l'équation 



dx J ÔY p \ôxôy dx a y ^J 

tandis que le multiplicateur up -\- vq '\- (ar 4- bu)z est remplacé par le nouveau 
multiplicateur 



on voit que u et ç n'ont pas changé, tandis que a et b sont remplacés par 

f^logp 
ôy "*" " • dx 



a -\ ^r^^LL et 6 H ^" » On peut donc choisir p de telle façon que l'on ait 



()lop:û\ /, Jlogp\ 



ôy I \ ùx 



) Voir Bulletin de la Société inatliématiquCy t. XXV, 1897, p. 30. 
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afin (le ne pas multiplier les notations, nous supposerons qu^on a efTeclué celle 
transformation au préalable, de façon que les équations (70) et (yi) admettent 
un système de solutions pour lequel on a 

(79) av -h bu = o. 
La première équation (71) se réduit alors à 

(80) ^iO + ^Uo. 

et ne renferme plus que c. Supposons que a et 6 ne soient pas nuls ù la fois; ou 
peut poser, d'après la formule (79), 

les relations (70) deviennent alors 

(81) <3/logg __^^ (}loga ^logg ^^^ ()lof?^ 

df ày ' dx ùx 

et la condition d'intégrabilité est 

j. da c>'Iogrt_ db c?Mog^ 

^ dx dx dy ôy ôx ôy 

Pour avoir les expressions générales des fonctions a et 6 satisfaisant à celte con- 
dition, posons 

|a = a, \b = ^^ 

les formules (81) peuvent s'écrire 

(^loga , <^Iogô 

ôy dx 

et Ton en tire, en divisant membre à membre, 

dy_ _ dx 

- et "â sont donc les dérivées partielles d'une fonction v(d?,^), 

I Jv J (^v 

a ~~ dx^ (3 "~ d/' 

Fûrc. rfc T., a« S., IV. 43 
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Cl Ton a, par conséquent, 



(^*v d'^t 



g« I dxdy , ___ 1 dxôy 

On a ensuite, à un facteur constant près, 

^ I II II 

Ç= — a — ' "= T~> ^'=^- ~r~> 

a^^j 2 </v 2 {/v 

5x dy dx ôy 

et inéquation qui détermine c est de la forme 

— /-^\ — — /-^ — 
dx I dj I d/ 1 (?v 

Celle relation exprime que c est un facteur intégrant pour Féquation différcn 
licllc 



on a donc 



dx 
d>j 


4- 


dy 
dj 


— 0; 


dy 




dx 




c 


dj 
dx 


dv 
dy 


+ (v), 



et Téquation linéaire proposée (68) est de la forme 

d^v d'y 

,.,,, I dxdy I dxdy 1 , ^ àv dv 

2 av ^ 2 dv ' ^ dj: o/ 
dx dK 

D'après le calcul qui vient d'être fait, cette équation admet le multiplicateur 

(85) l = cf-^--^\+i.(a^,y), 

dx d y 

C étant un facteur constant et [jl(x,jk) une intégrale de Téqualion adjointe (*). 

11. En définitive, si nous laissons de côté les é(|ualions admettant un invariant 
nul, les seules équations linéaires pour lesquelles il existe un multiplicateur aiUrc 



(*) Ce résultat s'applique encore lorsque a el ù sont nuls. Il suffit de prendre pour 
'^(^iy) une fonction de la forme v =/(j7) -h c^(^'). 
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qu'une solution de Téqualion adjointe peuvent être ramenées à Tune des deux 
formes (76) ou (84). 

Dans le cas général, l'application de la méthode précédente conduit tout natu- 
rellement à des transformations connues, comme nous l'indiquerons rapidement. 
Soit [jl(j:,^) une solution de l'équation adjointe; Téqiiation 

|x(5 -\- ap -h bq -h cz) z= o 
provient des deux équations 



(86) 

pourvu que l'on ait 






La solution générale de ces deux équations est donnée par les formules {voir 
n» 3) 

(86 Wi) { ^ ^ 

H étant une fonction arbitraire de a:, y^ z. 

Les formules (80) définissent une transformation de Bâcklund B2, pourvu que 
la fonction y soit indépendante de/?, ou la fonction ^ indépendante de q (n° 12). 

Il faut et il suffit pour cela que H soit de la forme — 5 + v(:r,^), ou de la forme 

On obtient ainsi deux classes de transformations B2, conduisant à Téquation 
linéaire considérée; les formules qui les définissent peuvent s'écrire, en négli- 
geant une transformation de contact, 

\ ox) ou \ / 0\L\ 

l'élimination de z conduit aussi à une équation linéaire en z' (*). 

Pour que les formules (86 bis) définissent une transformation 83, la fonc- 

(*) Voir les Leçons sur la théorie générale des surfaces, de M. Darboux (t. II), ou 
mes Leçons sur les équations aux dérivées partielles du second ordre, t. II, p. 271 et 
suivanles. 
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lion 11 (j::, y, :;) doit satisfaire à une éqiialion de condition (n'' 12), qui doit cire 
compatible avec les relations 

on du 

dp Or/ 

on aperçoit facilement un cas où ces trois équations se réduisent à une seule : c^est 
celui ou H est de la forme K(x, j^);;. Les formules (82) deviennent alors 



(87) 






(88) ^« 



dK 
ày 

D'une manière générale, si l'on a 

/=iap-\- bs, <f=:aiq-\-biS, 

n, b, a,, b) étant des fonctions de x, y, la condition pour que le crochet [/, ^] 
soit une fonction de x, y,/, » est exprimée, comme on le voit aisément, par la 
relation 

df àx 

En appliquant cette condition aux formules (82), on obtient une équation du 
second ordre pour déterminer K(x^y). L'intégration de cette équation du second 
ordre se ramène à celle de l'équation linéaire proposée. En effet, la relation (83) 
exprime précisément que les équations 

sont compatibles. Si Z\ est une intégrale commune, il est clair que les for- 
mules (8j) peuvent s'écrire 

et w = w, doit être une intégrale de l'équation correspondante en z. 
Connaissant vi, on obtiendra K au moven des deux relations 
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qui donneront K par une quadrature. On retrouve ainsi des transformations l)ien 
connues (*). 

lo. Considérons maintenant une équation de la forme 

(89) s--^-j^rj^vz = o, 

qui admet le multiplicateur 

iL[Xy y) étant une solution de Téquation adjointe. On satisfait aux équations 



dp ôq V 



/^(^,7), 



df ^9__t 27 )( I Jiop:v j 



en posant (n° 3) 



.2 



2 



(90) ! 

a i du. dV\ d\l 7' 

^ 2 3 <// </'5 oy V 

Ces formules déHnissent une transformation B^ si H est égal à di — ;;. 
Prenons, par exemple, H^ — ^^j elles deviennent 

P- \i^ dx ^ dx)-'^" 
ce que l'on peut encore écrire : 



^ —l" 2\âx^2'^ dx J] ^\dx'^2'^ dx J 

''■=K'-T)'-f- 



9 



(*) Équations du second ordre, t. II, p. 274-280. On s'assure aisément qu'il n'y a pas 
d'autres transformations B3 de la forme (i5) conduisant à l'équation (68). 
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Remarquons maintenant qu'en tenant compte de Téquation adjointe 

O^ix i du. â\os'J I â^losv 



ÔJc dy 2 à y ôx i ~ dx ôy 

on peut poser 

et, en changeant z' -^ u en z'^ les formules (91) deviennent 

(92) { 

On a aussi, d'après Téquation adjointe, 

dy\dx -i*^ dx ) ^' 
et, en posant 

i\dx 1^ dx ) 

les formules (92) peuvent encore s'écrire 

(93) />'=ZS 7'=i(fy- 
L'élimination de Z conduit à l'équation 

(^*5' \« , ùz' ôz' 
4v 



<''" (^)'= 



(^o: <^/^ 



on voit donc que, quelle que soit la solution [x de l'équation adjointe que l'on 
adopte, l'élimination de z entre les deux équations (91) conduit à une équation 
du second ordre, que l'on ramène à Téqualion (94) par un simple changement de 
la fonction inconnue. C'est une transformation que j'avais déjà étudiée en sup- 
posant [JL = o (*). 

On pourrait aussi chercher si, en choisissant convenablement la fonction 
H(x,j^, 3), les formules (90) peuvent définir une transformation B3 ; en faisant 
le calcul, on arrive à des équations incompatibles. 



(*) Bulletin de la Société mathématique, l. XXV, 1897, p. 36. 
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16. Il nous rcslc u étudier les équations de la forme (84) : 

ôjr ôy 

(jette équation peut encore être simplifiée; en cfTcl, si l'on pose 

5=/(v)Z, 
elle se change en une équation de même forme : 

y^ __ ._ ^_ /(v) 'J>(v) H- r(v) -T- -- / — o, 

v()y 2 ô'i <)r n ô-i ôy i^ ^ ' t\ / • v ' ^ Qj; t)Y 



ôx 

ôx ()y 



où Ton a posé 

^^ J i/(v)r 

Si Ton a pris pour la fonction y(v) une intégrale de l'équation 

/'(v)+/(v)-^(v) = o, 

l'équation (84) prend la forme réduite 

, ^^ I dx y I ùx d y 

ÙX ôy 

Elle admet le multiplicateur 

ôx ôy 






u(jr,)') étant une solution de l'équation adjointe, et les valeurs correspondantes 
des fonctions /(.r, >', z,p), cp(.r, y, z, r/) sont 

n*' u. I I ôa 7)r~ôy \ ô\\ ô\\ 

' "^ r^l" j ' •?. \ ôx ' Ôj I ôz ôr 

ôx 

C96) 

rt' u I / f)a fi.rf>)' \ OU OU 

7'-?=-;^ -;V + :,h;^+P ,;^)-+ j^/^c^j 

Oy \ 0.1- 
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11 est clair que, quelle que soil la fonction II(x,;^, 5), les formules (96) ne 
peuvent définir une transformation Bj. Pour avoir une transformation B3, il suffit 
de prendre [x = o, H = o; les formules (9G) deviennent alors 

(96 6«) p'=J^, 7'-^' 

ôa: dy 

et, en égalant 1rs deux valeurs de 5, on est conduit à Téquation 

(97) (?(-') =-Ç(=^), 



ou 



_ \âxdy) 

±± ' 
djc dy 

Cette équation est encore de la forme (94)? et l'on voit que l'intégration de celte 
équation est ramenée à celle de l'équation linéaire (95). 

Il est facile de déduire de là une propriété intéressante de l'équation (97). En 
eflet, si dans l'équation (95) on remplace z par dz^ on est conduit à une équation 

de même forme, où d est remplacé par —; on en conclut que l'intégration de 
l'équation 

et celle de l'équation 







iV) = y(i) 



sont deux problèmes équivalents : résultat que j'ai déjà établi par une autre 
méthode (*). 



(*) Bulletin de la Société mathématique, t. XXVJÏÏ, p. i. 



DÉTERMINATION DES SURFACES (W) 



A LIGNES DE COURBURE ISOTHERMES, 



Par m. g. DEMARTRES, 

Professeur à l'Université de Lille. 



1 . Nous nous proposons de irouver toutes les surfaces dont les courbures prin- 
cipales sont fonction Tune de l'autre et qui sont divisées en carrés infiniment 
petits par leurs lignes de courbure. Les cônes et les surfaces de révolution satis- 
font évidemment à cetle double condition; on sait qu'il en est de même des sur- 
faces minima, et, plus généralement, de toute surface à courbure moyenne 
constante; nous laisserons de côté ces solutions déjà connues et nous démontre 
rons que toute surface répondant à la question, en dehors de celles que nous 
venons de rappeler, est nécessairement un hélicoïde. 

On démontre bien aisément que toute surface canal dont les lignes de cour- 
bure sont isothermes ne peut être qu'un tore ou un cylindre; nous n'aurons 
donc pas à tenir compte des surfaces canaux. ( Voir la Note IL) 

Imaginons la surface rapportée à ses lignes de courbure v = const., u = const. 
Si l'élément linéaire est donné par la formule 

(i) ds^=pdu^^g^dv^, 

les courbures principales satisfont aux deux relations 

a ôf_ Jif()P_ dQ\ 
f dv~~ QWi' dvy 

(2) < 

( g au Q\du du / 

en posant 

(3) i.=p_Q, i.=p + Q. 

La condition pour que les lignes coordonnées forment un système isotherme 
Fac, de T., a* S., IV. 44 
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est alors 

('») ^Qa—,Z= ' 



OuOv du ai" au ôv 
cl les deux fonctions P, Q devront satisfaire à une relation constante. 

2. I^V'quation (4) est évidemment vérifiée si <:/P = o, c'est-à-dire dans le cas 
des surfaces à courbure moyenne constante; laissant de côté cette solution, nous 
supposerons d'abord que P ne dépende que d'une seule des deux variables, de r, 
par exemple. 

On aura alors, d'après l'équation (4), 

P:z=9(r), 0=:^(O. 

Les équations (3), (a) nous donneront alors pour rr- et g des fonctions de celle 

même variable r; donc la surface cherchée sera une enveloppe de sphères et aura 
pour lignes de courbure non circulaires une famille de géodésiques. Il est à peu 
près évident, et d'ailleurs très facile à établir, que ces deux conditions ne se véri- 
fient que pour les surfaces de révolution; nous devrons donc supposer que P est 
eflTeclivement une fonction des deux variables u, v. 

Nous pouvons exprimer la dépendance entre les courbures principales en 
posant 

H étant une fonction qu'il s'agit de déterminer de manière à satisfaire à la condi- 
tion (4). Or, si nous considérons H comme une fonction de u, r et si nous sub- 
stituons dans cette équation (4), il vient immédiatement 

o, H = L -i- V, 



du Ji' 



U étant fonction de «, V fonction de r; comme rien ne nous empoche de prendre 
U et V comme variables indépendantes, nous supposerons H = ?/ -f- \\ 

P sera alors wug fonction de {u -{- r). Si nous désignons par cp cette fonction, 
l'équation (5) nous donne Q = cp'(w -f- v). On aura donc en définitive 

(0) p=,ç,(,, _^r), q-^^u^v). 

Donc, enfin, les surfaces cherchées sont caractérisées analytiqucmcnl par la pro- 
priété suivante : 
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On peut choisir les variables u, v de telle sorte que la somme et la diffé- 
rence des courbures principales soient représentées par les équations (6). 

3. Si Ton porte les valeurs de P, Q dans les équations (2), il vient 

f Ov 9'' g au 9' 

D'où, en intégrant, 

(7) /•=^^"-"% ^-'=T7^-"-^ 

r Y 

U étant une fonction de «/, V une fonction de r. On a alors l'expression du ds^ : 

Mais ces deux fonctions, U, V, ne peuvent pas être choisies arbitrairement; si, en 
effet, nous calculons la courbure totale à l'aide des formules (7) et que nous 
régalions à o^ — ç'^, nous aurons une équation de condition qu'on peut écrire 
sous la forme 

(8) y=:2/?a'-^-/?'a-^2 7P'-^-7'P 
en posant, pour abréger, 

(9) ^''=Ùi' 2? = Vî' 

(.0) y = <f'-t, «=_l«-a-.^, + i:j, (3=Ae»+^^,_2!). 

Cette équation (8) contient en réalité la solution de la question; elle relie 
entre elles les trois fonctions/?, qr, 9, qui dépendent respectivement des trois 
variables différentes w, r, u -\- v\ nous verrons tout à l'heure, par une discussion 
complète de cette équation, que/? et ^doivent se réduire à de simples constantes, 
toujours en admettant qu'on laisse de côté les solutions, évidentes a priori, dont 
nous avons parlé ; on voit alors que la fonction 9 est complètement déterminée par 
la condition de satisfaire à une certaine équation différentielle du troisième ordre 
(Téqualion 8). 

Remarque, — Les courbures principales et les courbures géodésiqucs des 
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lignes de courbure sont données par les formules 



(«•) 



I 



=?-? 



I 

H, 



— = 94-9', 



I 

Pi 



~= — ^Spiq^' e ', — = av/2/?9'e*, 



I 

pi 



les indices 1, 2 correspondant respectivement à i^=const., w = const., et nous 
supposons w 4- i^ = /. 



4. Discussion de l'équation {S), — 1° Supposons d'abord qu'on ait, à la fois. 

On en déduira sans peine, en tenant compte des expressions de a, p, 

a =: aez^9 (3 r= be^, 

a, 6, c, c' étant quatre constantes dont les deux premières vérifient rë^alité 
a — 64-1 = 0. Mais on tire de Téquation (8) 



(8') 



ip' v' '\- p" OL = 2<7'(3'4- 7^(3 



ou 



««-»•*(/?"— 2p') = be**'{q"'h 27'), 



les deux membres dépendant, Tun de u^ l'autre de r, doivent être égaux à une 
même constante h et Ton doit avoir 

p" — 2/?' = - e"*, 7'' 4- 2 7' =: ^ e-**', 



d'où, en intégrant et désignant par Â', A*', r, s de nouvelles constantes, 

^ = (2-^"-^T"-2^ ^ = ['^rbT -^T 

Portons ces valeurs de /?, y, a, ^ dans l'équation (8), nous aurons enfin 

2/? a' 4- />' a = he''-*' — k ae-\ 
2q (x' -h q' (X = — he"*-" -h k'be', 

rr /»-(«-<-*) '-4- r'i* 
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Si C était nul, cp serait constant; nous devons donc supposer G ^o; mais alors 
ridentîlé qui précède ne peut avoir lieu, à moins qu'on n'ait aH-6 = riz i, et, 
comme on a déjà a — 6 = — i , il faut que a ou b soit nul. 

Mais, dans ce cas, a ou ^ sera nul, ce qui ne peut avoir lieu que pour une sur- 
face canal. Nous rentrons donc alors dans le cas des surfaces de révolution. On 
aura, par exemple, 

a^=.Oy b=zi, k'=:Of c'=o, (pi=Ce~^ 
2" Revenons à l'équation (8) et dérivons-la par rapport à w, ce qui donne 

(8) yz^ipoc'-h /?'a -f-2é7(3'4- ^'(3, 

(i2) y'=:2/7a''4-3/?'a'-f- p" ot -h 2 q ^" -\- q' Çt' . 

Nous pouvons supposer ^'^ — Pp"y^ o, car, si cette expression était nulle, comme 
il n'en serait pas de même de a'* — a' a", nous pourrions raisonner sur la fonc- 
tion q comme nouis le faisons actuellement sur p; cette inégalité permet de 
résoudre les deux équations précédentes par rapport aux fonctions q et q'. 

Supposons qu'on ait trouvé/? =y(w); si nous faisons u=z — i^ dans l'équation 
précédente, nous aurons 

(i3) (7 = «-+-V(-0-H^/'(-0-+-^/'(-iO, 

a, b, c, d étant des constantes. 

« 

Or, si l'on difierenlie une fois de plus l'équation (8) par rapport à w, ce qui 
donne 

(i4) y'= 2/; a'^ H- 5/?' a'' 4- ^p" ix' -h p" <x -4- 27^'^-^ y' (3% 

on pourra éliminer q et q' entre les équations (8), (12), (i4)> et l'on trouvera 
ainsi une équation linéaire pour déterminer /?; cette équation sera de la forme 

(p''(x-\-p'(x'){^'^ — Pi3^) -^ M/?' -h N/? -I- T =3 o, 

M, N, T étant des fonctions de /; on voit que le coefficient de //' ne peut dis- 
paraître que dans le cas d'une surface canal; donc, si nous faisons u = — r, nous 
aurons, pour déterminer /?, une équation linéaire à coefficients constants qui 
sera toujours du troisième ordre. 

Supposons qu'il j ait, dans cette valeur de p, un terme de la forme ae'"", 
q contiendra, d'après l'équation (i3), un terme correspondant et de la forme 
a'e'"^*", si Ton substitue les valeurs de p et q dans l'équation (8), on aura une 
identité de la forme 



y = (2a'4-ma)ae'"**4-.(2(3'— mj3)a'e 



— mv. 

. . • • 
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Faisons u = h — i^, h étant une constante quelconque, nous aurons, en dési 
s^nant par IMndice v le résultat de la substitution de h à /, 



cette identité ne peut avoir lieu, quel que soit r, que si Ton a 

a'ii^'^ — mPo)e-'"'»H-«(2a'(,-hmao)=:o, 

et, comme h doit avoir une valeur quelconque, on devra avoir 

nth mh 

a{2(x'-h m(x)e* 4- a'(2(3'— mj3) e * =0, 
équation qui s'intègre immédiatement et donne 

mh mh 

C étant une constante arbitraire. On en déduirait -^ et, par suite, f' par une 
simple quadrature : 



/. 



m — 1 . 



Ce * -»-rtff('»»-0'-n' 

D'autre part, si l'on désigne par A, h' les deux constantes qui figurent dans/? et q, 
l'identité générale donne évidemment 

équation qui, comme nous le verrons, s'intègre (§ 5) et donne 

2(h(x 4- h'^y- H- -, [A'e'(9 - (p')«-i- ^e-'(9 4- (?')'] = C, 

C étant une nouvelle constante. 

Or, on démontrera aisément que les deux intégrales auxquelles nous venons 
d'arriver et qui déterminent, l'une et l'autre, la fonction <p, ne peuvent être com- 
patibles que si m est nul ou si l'on a, à la fois, a = o, 6 = 0. Dans les deux cas, 
p, q ne contiennent aucun terme exponentiel. 

On démontrerait de la même manière que p et, par suite, q ne peuvent con- 
tenir aucun terme tel que we'"", //^e'"", ve~"'*', .... Donc, enfin,/?, q doivent 
rune et l'autre se réduire à des constantes, en écartant, bien entendu, comme 
nous l'avons fait jusqu'ici, les surfaces de révolution et les cônes. 

5. Intégration de Inéquation (8). — L'équation (8) se réduit, d'après ce qui 
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précède, à 

(8) y n-. '^ /7a' -4- 27(3', 

p et fj étant maintenant deux constantes. Celle équation est du troisième ordre; si 
Ton parvenait à l'intégrer, la fonction cp serait connue, et, par suite, sa dérivée, cl 
contiendrait en tout cinq constantes. La relation (W) qui doit régner entre les 
courbures principales serait alors connue; lout ce que l'on peut dire, c'est que 
cette relation est purement paramétrique et ne contient aucune fonction arbitraire. 

Il paraît d'ailleurs assez difficile d'inlégrcr complùlemenl cette é(|ualîon (S); 
nous n'essaierons pas de faire cette intégration, mais nous pouvons donner dès à 
présent une intégrale première de l'équation (8), dont nous avons fait usage dans 
le paragraphe précédent. 

I^osons pour cela 

M =^,[<7e'(9-9')' + /'e-'{? + ?')']. 
nous en déduirons en difTérentiant 

Multiplions alors l'équation (8) par '2pa + ^çpj ce qui donne 

M'H- 4(/>a 4- 7p)(/;a'-H 7(3') = o, 
d'où, en intégrant, 

(i5) 2(/?« -^q^y-^ ^.[qe^io — 9')* 4-/^6'-' (9 -t- 9')'] = C. 

Cette équation, qui n'est plus que du second ordre, admet bien une solution par- 
ticulière de la forme r^ = a{pe~' — 7^')î triais cette solution est à rejeter; on 
s'assurera aisément qu'c'lle ne vérifie pas l'équation (8) et qu'elle est due au fac- 
teur />a -h /jr , S par lequel nous avons multiplié celle-ci. 

Quant à l'intégrale (i5) elle-même, elle se présente peu naturellement au point 
de vue analytique, mais on y est conduit très simplement, comme nous allons le 
voir, par des considérations géométriques. 

6. La surface cherchée est un hélicoïde, — Les quantités /?, q étant des 
constantes, il est naturel d'étudier sur la surface les lignes le long desquelles 
a •■\'V reste constant. Soit / l'inclinaison d'une de ces lignes (L) sur les lignes de 
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courbure c = const. Nous aurons d'abord 



/ V 7 



lang^ 

L'angle i reste donc constant le long de la ligne (L). 

La courbure géodésiquc de L est alors donnée par la formule 

I di cos£ sin/ 



P ^* pi Pj ' 

d// élant nul, elles quantités pi, p^, / étant des fonctions de u-\-v, il en esl de 
même de -; donc les lignes h forment une famille de cercles géodésiques. 

r 

De ces deux propriétés, on peut déduire que la surface cherchée est un héli- 
coïde (Raffy, Bulletin de la Société mathématique, t. XXV, p. 120); mais on 
peut aussi, bien aisément, le démontrera l'aide des formules (i i). Si l'on remarque 
que la courbure normale est donnée par la formule de Dupin 

cos^i sin'i 



H p- izz cp — 9' C0S2 /j 



R, Ri 

on voit que cette courbure reste elle-même constante le long de (L). Si donc ou 
désigne par Q l'angle que fait la normale principale de cette ligne avec la normale 
à la surface, par R, T ses rayons de courbure et de torsion, on voit d'abord que 

COS0 Sin0 j r • 1 j ft r» i i 

— |r— et — ï^— sont des fonctions de f/ + r; donc U et R restent constants le long 
de (L); d'ailleurs, on a, d'aprcs une formule connue, 



dO . I . / I ' \ . . 



COSf 



et, dH étant nul le long de (4)i T sera aussi une fonction de u H- i\ 

Ainsi, la surface cherchée est engendrée par des hélices circulaires, et le 
long de chacune de ces hélices le plan osculateur fait un angle constant a\ec 
le plan tangent à la surface. 

Cette dernière condition ne peut d'ailleurs être remplie, ainsi que nous le 
démontrons en Note, que si Taxe de l'hélice variable est fixe et son pas constant; 
la surface est donc bien un hélicoïde(*); celte démonstration constitue évidemment 
une première intégration de l'équation (8) et va nous permettre de la remplacer 
par une équation du second ordre. 



(«) Note J, p. 333. 
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7. Formules générales des liélicoïdes. — Prenons les équations de l'hélicoïde 

sous la forme 

X =rpcos(&) -f- 0» 

(i6) { j — p sin(&)4-0. 

p élanl le rayon de Tliélice génératrice, k son pas qui est constant, w une fonc- 
tion de p, t un angle qui fixe la position de chaque point sur la génératrice, p et / 
seront nos coordonnées. Les équations qui donnent Télément linéaire et les lignes 
de courbure sont 

(17) ds*-=E dp^ '\- 2¥ dp dt -^ Cm dt\ 

(18) {pmm' — I — m')rfp'-h m'(p'-h A*')H ni{\ -^ r?i^) \dpdl 

'\-[p^'hk'{i-hm^)]dt^ = o 
en posant 

(19) /n = p — , E = iH-m*, F = mpy G=:p'-hA', 

IP = EG — F» = p«-h A-»(i -+- m«). 

Les courbures principales se calculent par les procédés ordinaires; supposons 
Téqualion (i3) des lignes de courbure scindée dans les deux suivantes : 

dt -\-fnidp:= o, dt -{-fsSfdpziz o, 

tîJ|, ïïjj étant évidemment des fonctions de p; le théorème de Rodrigues nous 
donnera pour les courbures principales correspondantes : 

On peut vérifier les identités suivantes : 

(21) GtSimt— F(nJi4-CTi) -f-E:=o, 

I i d / p^ \ I I k d (mp\ 

^^^^ KrH;"~"ïp 5pVH^/ Ki"^K, "piTpywy 

La première (16) exprime simplement Torthogonalilé des lignes de courbure; 
les deux dernières (17) permettent, ainsi que l'a fait voir M. RaBy (^loc, cil,, 
t. XIX, p. 169), d'obtenir par des quadratures les hélicoïdes dont la courbure 
totale et la courbure moyenne vérifient une relation linéaire. 

Fac, de T., 2* S., IV. 4 5 
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8. Hélicoïdes isothermiques. — Tous les hélicoïdes élanl des surfaces W, il 
nous reste à dclcrminer o) en fonction de p par la condition que les lignes de 
courbure soient isothermes; nous devons d'ailleurs ccarler le cas où la courbure 
moyenne est constante et où le problème a d'ailleurs été résolu, ainsi que nous 
venons de le rappeler; il s'agit donc de former une équation différentielle à 
laquelle satisfasse tout hélicoïde isothermique, à courbure moyenne variable; 
pour cela, nous reviendrons aux coordonnées u^ v qui conviennent aux lignes de 
courbure. 

Si Ton désigne par ).| et A^ des facteurs d'intégrabililé, on aura 

dv ■=: /., {cit -hWidp), du rr /j {dt -hWi dp); 

comme les deux parenthèses sont des différentielles exactes, puisque w, et tst-j ne 
dépendent que de p, X| sera une fonction de v, Xg "ne fonction de u. 
On aura d'ailleurs 

d{u -+- r) -= (>.,-+-).2)^/^ -h (li^i-\-'>^iTSi)dp, 

Mais les hélices ayant pour équation p = const., aussi bien que u-\' v = const., 
p est une fonction de u H- v» el, par suite, X| -f- X2 = o; et comme ).i, — À2 dépen- 
dent chacune d'une variable différente, elles sont égales à une même constante a ; 
on a donc, en posant l r= u -\- ç^ 

(28) dl = a{vsi — fSi)dp. 

Cette équation fera connaître /en fonction de p par une quadrature; on peut lui 
donner une autre forme; on déduit, en effet, des formules (i5), 

_ II / I I \ 

ou, en revenant aux notations du n" 1, 

L'équation (18) peut donc s'écrire 

Si, maintenant, on identifie les deux expressions du ds- pour les deux systèmes de 
variables (//, r), (p, l), on obtient immédiatement 






\'p kq 
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cl réqualion d'orthogonalité (i6) donne alors cnlrc les conslanles la relation 
(25) a^ = pqk^. 

Si enfin nous posons 



(26) ^'^TT' '^'^li' 

les formules qui permettront de passer d'un système de variables à Tauln; 
seront les suivantes : 

(27) 2riO(/)-2A).zi-- -(7É?'-/>6'-'), 

(28) 2(i(p'(/).-=-^l'(.ye'-4-/?e-';, 

(29) a(;9''(/) + L.^^_(^e'-/>e-'). 

'■V ce 

9. i" Cherchons d^ahord Téquation difTérentielle qui convient à nos hélicoïdes 
dans le système de coordonnées (p, /). On doit avoir 



I I fl / i I \ 



ou 

^ ~ ^/ "" ^p cil ' 

ou, à cause de Téquation (19), 

dV 

(3o) allQ'=k^' 

dp 

Telle est Féquation diflTérenlielle cherchée; si nous tenons compte des équa- 
tions (17)} qui donnent la courbure totale et la courbure moyenne, cette équation 
peut être remplacée par les deux suivantes qui font connaître X et ti, définis par 
les formules (26) 

i pt_AtX'=f.Vp«4.A:'), 

Les accents désignent ici des dérivées prises par rapport à p; X, [x une fols 
connus, on aurait les deux courbures principales [équation (24)]- 

2** Variable L — L^équation dillerentielle, dans le système de variables (//, i), 
s*obtient aussi sans difficulté. Il suffit d^éliminer X, tji, p entre les équations (27), 
(28), (29) et la première des équations (3i), en tenant compte de ce que 
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G = p^-f- A^. On trouve ainsi 
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(32) 



cp'î(A'-^«9')z=9'(A9'-9A')»4-^A'(A'/-A9')' 



en posant 



A"* 



et en désignant toujours par des accents les dérivées prises par rapport à /. Cette 
équation (3^>.) peut être légèrement simplifiée; si l'on tient compte de la relation 
évidente 



œ 



on peut tout diviser par A' et l'on obtient enfin 



(33) 



p(A'9'-A(?')'-+-?'(A'9'-+-A'9"-2A99'-+-9')=o. 



On constate aisément que 9 =:= — est une solution. Ce fait est d'ailleurs évident 

pour l'équation sous la forme (32); mais cette solution est à rejeter, car elle cor- 
respond au cas où les équations (27)^ (28), .•. admettraient la solution com- 
mune p = o, )v = o, [JL = o, qui n'a évidemment aucun sens. 

Si l'on résout l'équation (33) par rapport à — > on peut vérifier qu'elle se 
réduit à 

2(/?a-+-7i3)'-4- l[^e'(9-9')24-/>e-'(9-h9')']= ^. 



On retombe donc sur l'équation (i5). L'existence d'une solution étrangère 

A . . 

9 = -^ s'explique d'ailleurs aussi bien pour celte dernière équation, car elle cor- 
respond, comme on peut le voir, au facteur /? a -f- <yj3que nous avons dû introduire 
pour les besoins de l'intégration (n"* o). 
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NOTES. 



I. — Surfaces engendrées par des hélices. 

Théorème. — LorsqiC une surface admet une famille d^hélices circulaires 
telles que, le long de chacune déciles, le plan osculateur soit incliné d'un 
angle constant sur le plan tangent à la surface, celle-ci est un hélicoïde. 

En d'autres termes, l*hélice génératrice consente un axe invariable et un 
pas constant. 

Attachons à Thélice mobile un trièdre trirectangle OX, OY, OZ dont la troi- 
sième arête soit dirigée suivant l'axe. Soient / le paramètre dont dépendent la gran- 
deur et la position de l'hélice; a dl^ b dl^ cdl^pdl^ q dl, rdl les composantes, 
suivant les axes, des vitesses de translation et de rotation; désignons par p, k le 
rayon et le pas de Thélice, par t une seconde coordonnée déterminant la position 
d'un point M sur cette hélice. 

Nous aurons, pour le déplacement absolu de ce point, 

/ ox^= — p sin/^^ H- (« -h 7A7 — rp sin^ H- p' cos t)dlf 
(1) < ày =z pcostdt -h (b -\- pkt -^ rpcost -h p'sint)dly 

[ dz =: k dt -h {c -{- k't -h ppsint — qp cost)dl, 

les accents désignant des dérivées prises par rapport à /. Soity(/) le cosinus de 
l'angle que fait la normale avec le rayon de courbure; nous aurons une équation 
de la forme 

M, N étant des fonctions entières de t, sint, cost; cette relation doit être une 
identité; elle est du second degré en t, et, si Ton égale à zéro le coefficient 
de /^, on obtient d'abord la condition 

[A:'p-hX:*(/;cos/-H^sinO*]— /*(0[^*P*(^cos^— /?sinO^ 

4- X:'*p'-f- A'*(/?»-h q^y 'h 2k' k^p{pcost ■+- ^sinOl =0, 

qui doit être elle-même vérifiée quel que soit t; en écrivant qu'il en est ainsi, on 
obtient immédiatement 

/? zn o, q =^0f k'=o, a = o, b = o, 
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ce (jui démonlrc le ihéorùme énoncé. Ces conditions sont d^ailleurs siifnsaQles 
et conduisent à la formule 






II. — Sur les suRFACii:s caa'alx. 

TiiéouÈME. — Toute surface canal isothermique est un tore ou un cylindre. 

Les rormules (i) de la Note précédente s'appliquent au cas actuel en supposant 
constant et en faisant /r = o, rt = o, 6 = o. On peut d*ailleurs supposer q = o, 
ce qui revient ù compter Tangle / à partir d'une parallèle à la caractéristique du plan 
du cercle. 

Ces é(|uations (i) deviennent alors 

dj7=z — p sin^^^ — rp sin tdi, 
oy := p cos t dt -h rp cos t dl, 

àz zzi{c -\-ppsïnl)dly 

d'où 

ds^ = p^dt-\-rdl)^-h{c -^pps'int y dlK 

Les lignes de courbure non circulaires ont alors pour équation 

dt -\- rdl^zo. 

Si Ton pose /• dl = d'z, / -f- t == 'j, le ds^ sera mis sous la forme 

ds^ =z p^ d(jf^ -\- [c -h/?psin(9 — T)Ydt'. 

La courbure géodésique de la ligne o = const. aura donc pour expression 

1 />pcos(9 — t) 
p c -\- pp sin(9 — T) 

Si nous voulons que les lignes soient isothermes, nous devons exprimer que 

c -^ pp sin(9 — t) 
p cos(9 — t) 

est une fonction de 9. Or, cela a lieu évidemment si p = o, ce (|ui donne évidem- 
ment i)our notre surface un olindre de révolution. 

Si, maintenant, ou suppose/? =2^ o et que Ton exprime que le rapport ci-dessus 
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ne dépend que de '^, on devra avoir 



/• m o, cp' — pc' = o. 



Diaprés la première condition, le plan du cercle tourne autour de sa caractéris- 
tique. 

Pour interpréter la seconde, p'=io, il suffit d'observer que Tcqualion de la 
caractéristique du plan du cercle est 

c-^py — o, 

et Ton voit sans peine que si pc' =^ cp' cette droite doit être immobile. 

La surface est donc engendrée par un cercle de rayon constant tournant autour 
d'une droite Hne de son plan. C'est donc bien un tore. 



SUR LES 



COURBES DE DÉFORMATION DES FILS, 



Par m. h. BOUASSE, 

Professeur à TUniversité de Toulouse. 



DEUXIEME PARTIE. 



CHAPITRE IX. 

TRACTION ET ALLONGEMENT D'UN FIL PRÉALABLEMENT TORDU. 



Nous avons indiqué au Chapitre IV, n*** 11, 12, 18, deux ordres de phénomènes 
dont nous allons reprendre l'élude détaillée : effet sur le couple d'une surcharge 
à azimut conslant (n*** 11, 12), effet sur Tazimut d'une surcharge à couple con- 
stant et en particulier à couple nul (n° 18). Voici d'abord la description très 
abrégée des appareils utilisés pour ces recherches. 

Disposition du fil en expérience. — Le fil vertical est tordu d'un angle connu 
suivant une loi connue ; une de ses extrémités est fixe, l'autre doit être parfaitement 
mobile sous quelque charge variable ou constante que l'on opère. Le problème ne 
comporte qu'une solution : le fil doit être tordu par son milieu. Il a généralement 
2"* de long^ son extrémité supérieure est fixée à une poutre solide; l'inférieure, 
invariable en azimut, peut se déplacer suivant la verticale. Un tube mince hori- 
zontal est soudé au milieu du fil et sert à le tordre : on en peut repérer les posi- 
tions azimutales. Tel est le schéma de l'appareil. 

Mode de fixation du fil. — Il est toujours soudé. Pour le transporter et l'in- 
staller sans le ployer, on procède comme il est dit Chapitre III, page 335. L'appa- 
reil est représenté {^fig. i). C'est une planche de 2",5o, portant en son milieu 
une courte planche transversale : deux arrêts en bois D sont fixés vers les extré- 
mités. Enfin, quatre plaques de laiton a peuvent être serrées contre la planche à 
l'aide d'écrous dont la figure montre les têtes. On applique contre les arrêts D 
Fac. de T., a» S., IV. 4^ 
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des tiges de cuivre B de longueur convenable el l'on serre contre elles le fil à étudier 
à Taide des plaques extrêmes a. Le léger tube de laiton bb (2™"*, 5 de diamètre) 
est convenablement fixé à l'aide des plaques médianes a\ le fil passe sur une 
encoche creusée au milieu du tube. Il ne reste plus qu'à souder. 

La soudure faite, on transporte Tappareil, on l'accroche à la poutre qui doit 
supporter le fil; on desserre les plaques et Ton met le fil en position, sans qu^ii ail 
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pu se plier, se tordre ou s'abîmer dans les manipulations. Il y ajuste 2" entre les 
extrémités des tiges B : des repères i)ermettent de placer le tube bb exactemcDt 
au milieu de cet intervalle. 

On soude même les fils raides; il faut éviter de prendre de la soudure fondant 
à trop haute température et ne chaufl'er le fer que juste assez. 

Quelquefois le fil doit porter un miroir en son milieu. Le miroir (2*"* x 2*^") est 
fixé à un cadre soudé à un petit bout de tube l dans lequel passe à frottement 
doux le tube dd. Ce dernier est taillé en sifflet à ses extrémités, il est soudé au 
tube bb. Le fil en expérience passe dans dd et est soudé aux points d. Le tube dd 
ayant 20^", l'expérience porte alors sur doux fils de yo*^" de longueur. La figure 
représente, en aa, un godet annulaire rempli d'huile et deux fils soudés à bb ser- 
vant d'amortisseur. 

Quchjucfois le tube bb porte à ses extrémités deux bouts de fil repliés dans 
le plan horizontal comme Tinditjue la figure. Le fil se projetterait en e, où est 
figurée l'encoche. 

Enfin, on peut être forcé d'installer le fil en deux morceaux. On imaginera 
alors que le tube dd est fait de deux pièces pouvant se raccorder par une pince à 
serrage. On a recours à cette disposition pour emplovcr le dynamomètre qui sera 
décrit un peu plus loin. 
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Etablissement d'une charge qui varie proportionnellement au temps, — 
L'appareil {Jig^ 2) se compose d'une tige de bois de 2™,5o pouvant tourner au- 
tour de Taxe I. Deux plaques de laiton AB sont fixées à Tune de ses extrémités; 




Fig. 2. 
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elles se projettent Tune sur l'autre dans la figure. Elles sont parallèlement entre 
elles, de part et d'autre de la tige BC, à 3*^" de distance. Elles sont entaillées 
en D et E de quatre encoches en forme de V, où reposent deux courts cylindres. 
Le cylindre D est fileté et porte deux écrous enire lesquels on serre la crosse de 
la tige de cuivre à laquelle est soudée l'extrémité inférieure du fil, qui se trouve 
ainsi fixée en azimut. Le cylindre E porte le seau S dans lequel se fait un écou- 
lement à débit constant {voir Chapitre III). Le contrepoids P permet de partir 
d'une charge nulle. 

Lors de l'allongement du fil, le point D décrit une circonférence de i"',25 de 
rayon. Supposons qu'on veuille allonger de 4o*^"' (soit 20 pour 100) et que D soit 
dans la verticale du point d'attache supérieure du fil pour l'allongement moyen 
10 pour 100. Pour les allongements o et 20 pour 100, il se trouverait à i*^'",6 de 
cette verticale. Un tel écart est inadmissible; aussi l'axe I peut-il se déplacer 
horizontalement grâce à une glissière et une vis de rappel. L'allongement étant 
toujours lent, on maintient aisément le point D, à 1*"*" ou 2""* près, sur la verti- 
cale du point d'attache, en alignant le fil sur des repères et en agissant à la main 
sur la vis V. 

Charge variant suii'ant la loi P = Il sin w ^ iJ^ff' 3)- — On ajoute au levier DI 
de la figure 2 un prolongement DK. Dans le plan vertical de Kl, se trouve une tige 
tournant autour de l'axe T et reposant sur l'excentrique R monté sur la roue S. 
Des ressorts à boudin relient les deux tiges, soit entre les points K et L, soit 
entre les points E et J. La tige MT est alourdie par des poids de manière à reposer 
toujours sur l'excentrique. Il est clair que, si le fil a une longueur à peu près inva- 
riable, et que si le mouvement de S est uniforme, la surcharge a bien la forme 
P = Il sinci)^. 

La roue S est reliée à notre moteur (voir Chapitre VI) par un train d'engre- 
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nages el des syslèmes de poulies; on peul faire varier la vitesse de deux tours par 
seconde à un tour en 25o secondes, soit de i à 3oo. 

L'excentrique R est formé d'une tige cylindrique filetée à un bout, qui peut se 
visser dans une série de trous percés dans un rajon de la roue S à des distances 




connues de Taxe S. On peut ainsi faire varier l'amplitude II du cycle. On fait 
varier la charge moyenne, en disposant des poids sur DI de part ou d'autre de 
l'axe I. 

On étalonne des ressorts en place à l'aide d'une romaine. Ils sont faits avec du 
fil d'acier recouvert de cuivre : on les obtient très réguliers en se servant d'un 
tour. Si l'on veul des cycles d'amplitude II très petite, on fixe un ressort faible 
en EJ ; on supprime le levier Kl comme trop lourd, et on le remplace par un levier 
très léger dont Taxe est proche des points D el E. Ces précautions sont surtout 
nécessaires, si l'on veut que la période soit courte {voir plus loin n** 7). 

Si II doit être grand, on est forcé d'employer des systèmes de ressorts paral- 
lèles, fixés à deux pièces rigides, fixées elles-mêmes en K el L. On s'est souvent 
servi d'un ensemble de cinq ressorts donnant une tension de i5oo6 pour 25*^"* 
d'allongement; parfois on a employé simultanément deux de ces systèmes. 

Enregistrement photographique. — On veul que le cliché se déplace verti- 
calement, proportionnellement à la variation de charge : il suffit qu'il se déplace 
proportionnellement au déplacement d'un point quelconque de la barre MT, par 
exemple du point M. 

L'appareil est représenté schémaliqucment {Jig* 4)» Le fil d'acier très fin MU 
ifiS' ^)? U^' U^ë' 4) passe sur une poulie C. Montés sur le même axe se trouvent : 
1° une seconde poulie BD sur laquelle passe un fil attaché au ressort à boudin 
tendu DE, qui maintiendra toujours tendu le filMUM'; 2*^ un rouleau de bois qui 
porte, par le moyen de deux gances AF, un porte-cliché (i3 X i8) FG. Le cliché 
est dans une boîte plate étanche à la lumière, percée d'une fente horizontale L. 
Sa grande dimension (18*="*) est horizontale; la petite (iS*"") est verticale; donc le 
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mouvemenl alternalif ne doit pas avoir plus de 12*^" d'amplitude totale. Le 
treuil CA permet de réduire dans un rapport convenable le mouvement du 
point M {fig* 3). 

La fente L est à la hauteur du miroir, c'est-à-dire sensiblement au milieu du 
fil. La dislance du miroir au cliché est i™,2o; le degré de rotation du miroir 

Fig. 4. 




vaut 4*^'" sur le cliché. On imaginera aisément une fente éclairée à l'acétylène, un 
objectif achromatique, le tout perché à 2" au-dessus du sol. Il est clair que de 
telles expériences demandent des installations spéciales. Je serai enchanté qu'on 
recommence mes expériences, mais je conseille d'j regarder à deux fois avant 
d'entreprendre ce travail. 

Appareil de torsion {fig* 5). — Sur une table massive TT dont le plan supé- 
rieur est à i",4o au-dessus du sol, est posé un cercle de i", 10 de diamètre (an- 
cien cercle de lunette méridienne). Le degré est divisé en douzièmes dont la lon- 
gueur vaut environ o"™,8. Le cercle BB est monté dessus à billes; il a 35*^™ de 
diamètre et sert de support au trépied SS à vis calantes dont le plan supérieur 
est à 24^™ au-dessus de BB. Ses vis calantes entrent dans des crapaudines soudées 
àBB. 

Sur le support SS tourne à billes le disque DD, mis en mouvement à l'aide des 
poulies P et du cylindre de friction p\ il est divisé en degrés. 

Enfin, sur DD repose une pièce lEJ qui est entraînée par DD, grâce au frotte- 
ment qui résulte de son poids. Il suffit d'ailleurs de soulever le levier LM pour 
l'arrêter instantanément. La pièce lEJ porte deux bras verticaux El de 45*^™ de 
hauteur et qu'on peut fixer dans des azimuts relatifs quelconques (grâce à des 
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Suivant les cas, on utilise simplement la lunette décrite plus haut avec laquelle 
on regarde Tindex ef\ ou bien on utilise le miroir M et la méthode de Poggen- 
dorir. 

On remarquera que la hauteur des points de contact des tiges eg {Jig* 6) et 
de la lige bb {Jig- i) n'influe en aucune manière sur l'indication du dynamomètre. 
IJ appareil indique donc les couples pendant Vallongement, D'autre part, 
grâce aux pièces D, qui permettent des changements d'azimut rapide et lent, 
Tappareil peut servir à partir d'un azimut initial quelconque. Enlin le réglage du 
fil dans Taxe des tubes DC, ou, si l'on veut, le réglage initial du dynamomètre 
dans son plan horizontal, n'a qu'une influence négligeable. Si le ressort employé 
ne peut supporter le poids de la pièce inférieure sans s'allonger démesurément 
et généralement pour éviter des oscillations verticales gênantes, on relie les 
pièces D et C par deux fils, ce qui ajoute un bifilaire aaaa au ressort à boudin et 
ne présente aucun inconvénient. Le ressort à boudin peut avoir jusqu'à loo spires 
de fil de i"*" de diamètre. 

Il est parfois avantageux d'employer un dynamomètre très sensible, même pour 
mesurer des couples assez grands. Supposons qu'au début de l'opération le fil 
soit buté contre la dynamomètre, grâce à la tige horizontale transversale bb 
{fis- 0* Pendant l'opération qui amène une variation du couple, le dynamomètre 
et le fil se tordent de a. Quelle serait, dans les mêmes conditions, l'indication du 
dynamomètre, à supposer l'azimut rigoureusement constant et la torsion a du fil 
transformée en couple? 

Soit A le nombre par lequel il faut multiplier la torsion du dynamomètre pour 
obtenir la torsion correspondante du fil supposé parfaitement élastique. Dans les 
conditions précédentes, la torsion du dynamomètre est a; donc le fil, tordu appa- 
remment de a, s'est tordu d'un angle au moins égal à a + Aa = a(i ~H A). Si le 
dynamomètre n'est pas sensible, A est gnind devant i. L'opération peut être 
considérée comme à peu près effectuée à azimut constant. 

Mais, si le dynamomètre est très sensible, A est de l'ordre de l'unité : l'opération 
n'est plus du tout effectuée à azimut constant. Aucune correction n'est d'ailleurs 
directement possible, car rien ne prouve (et le contraire est même le plus souvent 

\rai) que l'on obtiendrait à azimut rigoureusement constant le couple *( T "H ' )• 

Il existe un moyen très simple de tourner la difficulté. On utilise la vis tangente, 
qui permet de faire tourner le dynamomètre de U degrés par tour. Supposons que, 
pour un certain azimut, il y ait équilibre entre le fil et le dynamomètre. Faisons 
tourner {/ig- 5) le plan des liges El jusqu'à un degré environ du plan vertical 
passant par le fil et la tige horizontale bb {Jig^ i); tordons le dynamomètre de 
1 tour par exemple, soit U degrés. 

La tige bb bute sur les tiges verticales El : nous attendons ensuite que le dyna- 
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inoinrlre revienne ù son azimut initial; le gain de couple, à azimut rigoureuse- 
ment eonslant en moyen ne ^ est alors de U degrés. 

Grâce à rarlifice qui vient d'être indiqué, on peut uliliser un dynamomètre 
très seiisible, sans s^éloigner des conditions d'azimut constant : si Tazimut du fil 
nYst pas toujours rigoureusement constant, il Test rigoureusement en moyenne. 
La sensibilité du dynamomètre permet alors d'utiliser la méthode de lecture» 
directe sur l'index ef {Jig^ 6). 

Encore faut-il que le couple produit par le dynamomètre soit proportionnel au 
déplacement azimutal du plan des tiges eg\ nous reviendrons plus tard sur la 
lliéorie générale des ressorts à boudin. On trouvera dans l'Appendice des remarques 
sur le rôle des fils aa{^). 

Légitimité de Remploi simultané de deux fils, — Tordre un fil par son 
milieu, c'est employer simultanément deux fils de longueur moitié 'moindre. Les 
deux fils présentent toujours des phénomènes concordants, dont l'expérience 
donne la moyenne. Il faut qu'ils soient de même longueur, condition qu'on 
réalise aisément à i'""', soit à j^ près. Il est souhaitable qu'ils soient identiques, 
mais la condition est aussi difficile à réaliser, que le fil ait i"' ou qu'il en ait 'x. 



FIL ÉTIRÉ DE 21,3 POl R 100 A LA FILIÉRK. 

DKTonsioivs pnoDuiTES i»An LES suncHAnr.Es. 

I. liéactivité au couple nul, les expériences étant faites sous des charges 
variables de Vuneà l'autre. — Le nombre de tours ao, dont on peut tordre hî 
fil sans le casser, diminue avec la charge Po sous laquelle se fait la torsion ; le pro- 
duit Poag ne peut dépasser une certaine valeur; le champ d'expérience est donc 
restreint. Soit To= o (temps d'arrêt au bout de la torsion), ao= lo tours efiectués 
avec une vitesse de 21% 7 |)ar tour. On donne les réactivités A/? dans les périodes 
,*)'"- 10'", io'"-2<)'", •>A)"'-4o'", 4o"'-8o'", les temps étant comptés à partir du retour au 
couple nul ; a, est la détorsion en degrés; elle est comptée depuis le changement 
(le sens de rotation jusque 5 minutes après le retour au couple nul. Les \p sont 
donnés en douzièmes de degré : 
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1*0 = Ooo ai = 17.MJ A/> = y'), 94, 86, 8"] p — 358 

'ooo li I > 9 i , ç) 1 , 89, 80 35 î 

•a3oo \n)0 8<), 91 , 84, 84 348 



( > ) Tous les appuroils ont été construits, comme de coutume, par M. Pellin. 
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Dans les deux juTinières expériences, on lordait quelcjnes niiniUcs après la niiso 
sous charge-, dans la troisième, la charge a été maintenue 16 heures avant que Ton 
tordît. 

f^a réactàuté est donc certainement à peu près indépendante de Ui 
charge 1%. — On |ieiit distinguer trois manières distinctes de faire agir la charge : 
i"lcs fils, pris dans le même état initial, sont ex|)érimenlés sous charge variable Po 
(deux premières expériences); 2" les fils ont subi, avant C expérience, des 
charges V variables de Tun à l'autre pendant un certain temps; puis on les essaie 
sous une charge, la même pour tous, 1^; 3° enfin les expériences peuvent diUéier 
j)ar la durée et la grandeur de la charge anlérieure V et aussi par la valeur de la 
charge Po* 

iNous avons réalisé la deuxième lechnique avec des fils conservés i - mois 
dans une caN-tî, les ims sous l^ = 100* (fils I), les autres sous P= 5'ioo* (fils II). 
Leur diamètre est ()'""*,545; leur section o"""*,233. Les charges P crjin* valent à 
o''i',43o et 22''8j320 par millimètre carré. On monte les (ils de la cave et Pessai se 
fait sous la charge Po= 5ooB un quart d'heure après. 

Expérience : ao==:io', To=o. — Intervalles pour lesquels sont données 
les réaclivités : 5'"-io'", io'"-2o"', 2o'"-/îo'". Délorsion comme ci-dessus. 

Fil I ai = viîy-; A/i = rv>., 37, 05 p — \-j\ 

Fil II 1 7. *)() ()•>., 38, ) ) 173 

L'identité est absolue. L'eflTet des charges antérieures P sur la rêaclivité est 
nulle; il est aussi nul sur La courbe de torsion, comme le montre l'identité 

Celte expérience ne prouve pas qu'il ne se produit aucune modification sous 
rinfluence d'une charge forte persistante. Suivant une technique expliquée plus 
loin (n"8), après /\o minutes au couple nul sous Po= 5oo^, chargeons le fil à raison 
de 1238 par minute. Il continue à se détordre; voici les détorsions pour des 
intervalles de 5 minutes, soit des surcharges de ih:)^ (en douzièmes de degré). 

i'ill... 3/, Go, ;[, 80, (j), 101, [19, iJ>., i5'J, iSi total... xo-x^ 
Failli... 3o, 3j, G;, 83, 8'), rj8, 110, i.a8, i38, iSj » 978 

Le fil qui a sup|)ortc longtemps une lourde charge semble devenu moins im- 
pressionnable à Taccroissement de charge. Les fils cassent pour ^•"î^àS'^sj |a charge 
finale, dans les expériences précédentes, était 1 1>.3 x 5o -f- 5o() = 6G5o^. Une 
charge dç "j^^ correspond à peu près à Zo^^ par millimètre carré : la rupture se 
fait toujours aux points de soudure. 
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De nombreuses cx])érienccs analogues ont toujours donné les ni(^mes résultais. 
La réactivilé est indépendante, dans de larges limites, des charges 1' et 1%. 

Î2. Toutes choses égales, dans une première expérience {III). on tord 
sous Po ^^ loofi, on détord: après i minute au couple nul y on impose rapide- 
ment P, = aïooB; dans une seconde expérience {IV), on tord sous Vo-= 'i\oo^\ 
après ï minute au couple nul, on ramène à J\ = loo'^. On donne en I et II 
les résultats des expériences faites sous les charges constantes loo»^ et s«ioo»* 

Les réactivités ^p sont données entre les inleivalles i-:>.v">, '>.,5-'^> 5-io, . . . nii- 
nul(?s, le temps o étant celui du retour au couple nul. Les A/> sont donnés en 
dixièmes de dejrré : 



o' 



I A/> — MO, H>, 71, 7'3, OJ />5~4'<> 3f| — i77() 

Il fo'), 8(), 71, 7>, 70 \o% I >.()*) 

III 7V), 8), 70, ()j, 70 J4> • l'Ti 

IV V. |(), 70, (>•>, Go, ()o i\i)'i i7'>7 

D*après les notations du Chapitre précédent, A/>, =z i 10, ^P'2= 85, . . . , |)our le 
fil I ; de plus, on pose 

Les délorsions sont un peu plus grandes quand la torsion et la détorsion se 
l'ont sous loi}^ que quand elles s(; font sous moo^ : la difFérence est inférieure à 
I |)our 100. 

i" Il y a accroissement de/>5 quand on lord et délord sous une charge et (pi'on 
étudie la réactivilé sous une autre plus grande ou plus petite. 

•a" L'accroissement est plus grand si la préparation se l'ait sous |)etile charge 
(looP) et si Ton étudie la réactivilé sous grande charge {'Aun)^) : 

/>3 pour III >/'5 |)our I\. 

On ne |)renait aucune précaution pour imposer ou supprimer la charge; en un 
temps l)ien déterminé; on emplo>ait quelques secondes. Dans ces limites, ce 
temps n'inllue pas sur les phénonïénes. 

Calculons/;^ — pi pour les exj)ériences précédentes (en dixièmes de degré) : 



ioo II ioo III xjo I\ y.')» 



Ainsi raccroissement de /^5 dans l(;s deinières expériences ne |)orte que sur/^i, 
c'est-à-dire sur les [)remiers instants, l'our le reste, il y a diminution. 
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Autre expérience, ao= 5o' : 

|\=ziioos, P,™iooR, />,— ii5, p^—ii^:), /?6 — />!= îio, 

I*o^iooîî, P| — :?ioo6, />!— .iQ), />j=G70, /?, — /;,=: 375. 

Autre expérience un peu plus compliquée faisant suite à la précédente. 



ao= 5<>' : 



Poz=ioo^ Pi^aioos cnln» r» el 2"', 5; 



> 



mesurons p^ sous cette cliarge. A partir de 2"', 5, 

P', = 1008; 
on trouve 

/^,=r.?85, /?e^=iGi5, 7^8 — /)i 1=330. 

La différence enire les/?|, pour les deux dernières expériences citées, lient à ce 
<|ue les changements de charge, de Pq à P|, n'ont probahlement pas eu lieu à tles 
instants identiques; cependant la conclusion a tirer est nette. 

/?6 — y>i passe de 410 Pq invariable = 100 

à 37 > Po = 100 Pi ~ '>.\<ni 

à Jio Pq— 100 P| = l'ioo P'i = 100 

Il y aurait donc eu avantage, pour augmenter /?8, à maintenir P, et ù ne pa 
ramener à loo^^. 



3. On impose à P un seul changement d^amplitude donnée; on en fait 
i^arier la durée, — Les (ils sont pré[)arés d'une manière uniforme sous 1%, 
T, ; après Je retour au couple nul, on impose la surcharge variable 

PiizlIsin^G)/, 

accomplie une fois; II restant constant, on fait varier 10, c'est-à-dire la période. 
On détermine la réactivité. La charge maxima est Po-h IL 

Exemple I ;ao=io', To^=o, 1^0=1^0^, T, = 5'". — Aussitôt la première 
lecture faite, 5 minutes après le retour au cou|)le nul, on impose la variation 
lIz^KjSoP. On appelle />, la réactivité entre 5 et 10 minutes, A/?2 entre 10 el 
'lo minutes. Les p sont donnés en douzièmes de degré. 

Si la charge restait constante el égale à i5oî^, on aurait 

p^ — Ç>Oy lpi~:)', p,— ii-. 
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Période. a,. p^. Pf ■ Co. \p^. p.. 

f 
I r->,SJ I (»7 107 îo •>. 1 7 

i I ^73 1 8 î 1 9.4 I * •«•><) 

1>. i'Ji7i i>.\ iGi |0 '.(il 

i*>.5 1271 7^7 187 4J '9" 

•>-5o 1778 •'.'»> 19) \(S Joi 

i^iisqiie la période est inférieure à 3o</= 5'"'", les py sont niesur<*.s entre 
(leu\ temps qui comprennent la variation entière de charge. Dans ces conditions 
p\ — ()0 mesure reflet propre de la variation de charge : cet efl'et croît d'abord 
énormément quand la période croît, pour ne plus varier que très peu (piand la 
période remplit à peu |)rès tout l'intervalle auquel />i correspond. 

A/>2 présente un minimum dont voici l'explication. On peut poser la règle géné- 
rale suivante : quand une charge a agi longtemps, toute variation entraîne 
une augmentation de réactivité pour les instants qui suii'ent la variation. 
Donc, quand la période a été longue (4'-*% ï'^'3% a5()*), après le retour à loo*^, il v 
aura accroissement de A/>2 et d'autant plus fort que la période a plus duré. Nous 

trouvons, en efl'et, 

A/?,= '|0, 43, 46. 



Pour les courtes péi iodes, au contraire, la règle précédente n'a plus qu*un ellet 
|)etit; c'est alors l'accroissement de pi qui intervient ])Our diminuer A/>2 ; aussi 



vovous-nous 



Ipi^r^ 5o, /|5, 4o. 



De toute manière Sp^ est plus |)ctit (pi'il ne serait si la charge était restée inva- 
riablement I 5oP. 

Exemple II. — Mêmes conditions que précédcumient, excepté la charge 
i*o= 1 100; II est encore égal à 19.H). 



Période = i 

4'. 
7 )(). 



/? I = I G J 



A/?3 



II 
|J 



Pi- 71 >. 



Mêmes résultats que plus haut; valeurs numériques sensiblement idenli(pie: 
lixemple III, — Même résultat pour une décharge. Soient 

Py— 3o5o, P == — II sin'o)/, II i.. 1950. 



La variation est la même, mais c'est une diminution. 
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s o d 

Pôrio<le — I . . . ai = !•>. I ") />i ~ t M) ^Pi = 49 Pi = *^-<^^ 

I v». ). . . 1 1>.7() 719 4^ ^^ ^ 

Les (léloisions presque éj^ales monlrenl que les fils sont sensiblement i<len- 
liqiies. En les comparant aux délorsions de l'exemple I on constale que ai dimi- 
nue à uiesure que Pq aujçmenle, ce que nous avons déjà dil au n** 1. Les p acluels, 
peu difTérenls des p de l'exemple I, sont un peu plus petits, ce qui conlirmc ce 
que nous avons dit au n" 2 (règle 2"). 

// est donc maintenant impossible de soutenir que cU'st la variation <ir 
charge^ considérée seulement en tant que variation, qui produit le phén(»- 
mène; sa période intervient, et généralement toutes les conditions de F expé- 
rience. 

i. Tractions rythmées. Influence du nombre des périodes, — Nous savons 
produire des tractions rythmées suivant une fonction à peu près sinusoïdale du 
temps. Dans les exj)ériences qui suivent, Po="0<J^î II = '>îoooP; la char«»e 
passe de 1006 à aïoo^. On donne le nombre m de périodes entre i"' et 4<>*" • 
a„=ioS To=o, la vitesse de torsion et de détorsion est 1 tour en i7'*j4- Les 
intervalles pour lesquels on donne les A/> sont les mêmes qu'au n" 2; les A/? sont 
évalués en dixièmes de degré : 

m M) 

A/>i ?.Vy^ 

pi Goo 

En maintenant tout le temps Po= ioop, on a (voir 1, n" 2) 

àpi = no, />5~4io. 

Si, au lieu d'une traction rvtlimée, on impose •>4ioo'^ entre i™ et /{«j*", on 

obtient (n'^ 2, 111) 

àpi = 2.55, /?5=^ 545. 

yJinsi tant s'en faut que r accroissement de réacti\uté soit proportionnel 
au nombre des périodes; c'est, au moins pour les périodes choisies, tout le 
contraire qu'on obsers-e. Si des variations de charge augmentent le phénomène, 
raccioisscmcnt maximum est dii à un petit nombre de variations dans un teniits 
donné. Rien ne dit que le nombre optimum soit le même aux diverses phases du 
phénomène, et qu'il n'y ait pas, à chaque instant, une correspondance à établir 
«Milrc l'élat du (il et la période, pour obtenir la détorsion maxima. 
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yi litre expérience, — Préparons comme plus liant sous Po= loo^; après 1"* h 
partir du retour au couple nul, c'est-à-dire après la première lecture d^azimut, 
imposons aïoo^. Après la seconde lecture (soit au temps 2*", 5), imposons loo^. 
Après la troisième (soit au temps 5'"), imposons aïoo^, et ainsi de suite. Les 
changements de charge se font à la main en 5* environ. La variation n'est natu- 
rellement plus sinusoïdale. 

Entre i™ et io"\ nous avons m = 2, 5. Nous obtenons />5= (3 10, cVst-à-dire 
une détorsion plus grande que pour tout autre nombre |)lus grand de périodes. 

yt litre série (inexpériences : a© =10', To=o, Po^iooo^, P=IIsin(o/, 
ll = ioo(>îî. — La charge passe ici de ooo^ à 'i^oo^. T, = i5o\ On commence 
alors les tractions rythmées jusqu'à ^o^\ On donne ci-dessous les périodes en 
secondes, le nombre m de périodes entre i5o* et /jo"' et la détorsion en douzièmes 
de degré : 

Période yiY I9.j* Î7.' i4%^ '%93 i%9^ 

m 18 iS ")4 107 I iGG I iGG 

p l'^.o'' \\f 418'' Î08'' 387'' 38G'' 

Nous verrons plus loin qu'il y a toujours une oscillation pendant la traction; 
dans les cycles lents le calcul de/> se fait en prenant le maximum; dans les cycles 
rapides, en prenant la moyenne. Mais cette oscillation ne dépassait pas 4*^ à 5**; 
ce ne serait donc que 2** à retrancher des nombres correspondant aux cycles 
Icnls; les conclusions restent les mêmes. 



5. Tractions rythmées. Influence de l^ amplitude, — Nous désignerons, 
comme précédemment, par Po la charge de préparation; nous lui adjoignons une 



charge supplémentaire 



P = P,-+-nsino>^ 



Pendant les tractions rythmées, la charge moyenne est donc Pq 4- l\, la charge 
oscille entre Po+ P« it: II. 

Dans toutes les expériences de ce numéro, on a ao= 10'; vitesse de torsion et 
de détorsion, un tour en 2i%7; To= o. La première lecture se fait i 5o* après le 
retour au couple nul. On établit alors les tractions rythmées; leur période eî?t i4S^; 
il yen a i55 entre les temps iSo" et 40". 

Remarque essentielle, — On ne doit jamais, à moins d^ indication spéciale, 
comparer les résultats numériques de numéros différents, Les expériences ont été 
faites sur trois paquets de fil ne présentant pas numériquement les mêmes phéno- 
mènes; aussi les conclusions sont-elles toujours tirées de la comparaison de 
bouts de Jils se suivant sur chaque paquet. On s'exposerait à des erreurs 
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considérables en procédant aulrcmenl; car on ignore encore les condîlîons qui 
peuvent modifier, et quelquefois profondéineni, Télal initial de la nialîrre fornianl 
les fils et, par conséquent, la partie quanlilalive des ])liénoniènes. 

Premier cas, V^ =0. — Supposons tracées dans le plan, avec II comme abscisses 
ol /> comme ordonnées, les courbes correspondant à la détorsion entre i 5o' et 
T)'" (/>,), 150" et io'"(/>2)> i5()' et 20™ (/jj), et ainsi de suite. 

i" Ces courbes sont nettement paraboliques et tournent leur convexité vers 
Taxe des abscisses. 

Voici, pour Po= iJ<>o, les ordonnées des courbes p^ et />» en douz/ièmcs de 
degré : 

II ifMx» 77J 5')o 3?,> i(>o o 

/'i '^•'> î'>î> n; 9« 7^ ^>r 

Difl' r>3 \i u7 f; 

/>v i i'> 3 >5 3(>7 270 A |5 'il' 

Diiï 58 |S 37 l't 

'a'^ a mesure que le numéro d'ordre de la courbe augmente, la paraboli.sme 
s'atténue. 11 ne faudrait cependant pas conclure que, pour un numéro d'ordre 
assez grand, les courbes dussent être indiscernables expérimentalement de la 
forme recliligne. L'expérience montre, au contraire, qu'à partir d'un numéro 
d'ordre relativement peu élevé, la diflTérence des ordonnées de deux courbes y 
eiy-|- I tend rapidement vers une conslanle. De sorte que la courbe asvmptote 
n'est pas une droite, mais une certaine parabole. 

Ainsi, que ram|)litudc II soit o (pas de traction ryllimée) ou looo^, les 
ordonnées des courbes />3 et/?» difierent exactement de 54 douzièmes. 

On se demandera pourquoi nous déterminons avec tant de soin la forme de ces 
courbes. Le voici : on altacbe beaucoup trop d'imporlance aux petites oscilla- 
lums. ()u'elles agissent sur certains pliénomènes, nous n'y contredisons pas: ce 
n'est pas une raison pour ((u'elles interviennent partout. Si les courbes étudiées 
ci-dessus tournaient leur convexité vers le haut, on serait tenté de supposer 
qu'elles ont ufie partie descendante presque verticale correspondant aux valeurs 
très |)etiles de FI. Voici la suite des raisonnements (|ue certains ne manqueraient 
pas de faire : <( Ce qu'on appelle II = o est une traction rythmée non pas nulle 
en réalité, mais seulement nulle en apparence, Déplaçons donc très légèrement 
l'axe des ordonnées vers la gauche; modifions donc ainsi très légèrement la posi- 
lion de l'origine, nous aurons u\>e détorsion p nulle pour une oscillation de trac- 
tion réellement nulle ». La forme de la courbe coupe court à tout ce raisonnement; 
elle tourne sa concavité vers le haut; on aurait beau repousser l'origine vers la 
iiauchc, nul n'admettra que les oscillations hypothéliqties de traction puissent 
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atteindre une amplîltide capable d'expliquer les phénomènes de réaclivilé, c'esl- 
à-dire permettant aux courbes/? de passer par l'origine. 

Cas plus général : Po est quelconque par rapport à P|. — Dans les expé- 
riences suivantes, la charge moyenne pendant l'oscillalion PqH- P, = i5oo; Il varie 
entre o et looo; la charge maxima est donc 2600, la charge minima est 5oos. 

Nous vérifions d'abord que les valeurs de a, diminuent quand croît Pp. C'est 
un résultat que nous avons déjà énoncé deux fois. Voici les détorsions comptées 
à partir du comcnencement de la détorsion jusqu'au moment où Ton commence 
les tractions rythmées, soit i5o* après le retour au couple nul : 

Po 4°^* ' ^^^^ vX)oo« 

Œi I '^91* I '>-^*f y 'lo** 

Les courbes obtenues quand P|^o ont les mêmes caractères que quand P, = u. 
Elles sont seulement au-dessus des précédentes et ont un caractère parabolique 
moins marqué. Voici les courbes pi ci p^ pour Po = 4^0*^ : 

11 1000 775 55o 37.5 100 

px 270 7.'i3 9-oG i83 iG/| 

Diiï 37 x' u? 19 

ps 453 414 38i 3)3 33ji 

Diff 39 33 7.8 21 

Enfin pour des charges préparatoires PJ^ et F^ également distantes en plus et 
en moins de la charge moyenne pendant la traction rythmée, c'est-à-diie ici telles 
(|ue P„+ Po = 3ooô, on obtient très sensiblement les mêmes courbes. Toutefois 
la courbe obtenue pour P'q >• i5oo, est légèrement au-dessous de celle obtenue 
pour Py >> i5oo : ce qui est conforme à ce qui est dit au n° 2 (règle 2**). 

Le faisceau des courbes de même numéro d'ordre, où Ton prend pour para- 
mètre la charge préparatoire Po, tout le reste étant maintenu invariable, est limité 
en bas par la courbe qui correspond à P| = o (ici par la courbe Po= i5oo). 

6. Influence d^un nombre limité de tractions rythmées, différemment 
réparties, 

A. Torsion, détorsion invariables. Arrêt T', sans traction, T* avec trac- 
tions, T"l sans traction, de manière que T\ eC T\ -+- T'"^ soient constants. 

Exemple : ao=: 10*, To= o, Po= i5ooS, ai (jusqu'au temps iSo") = 128a**. — 
Expérience de comparaison; réactivité dans les intervalles formés par i5o% 5'", 
10'", fio'", 4o"^ en douzièmes de degré : 

A/> = 6o, 58, 57, 54, p^-=23g, 

Fac. de T., a- S., IV. 48 
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Dans les expériences suivantes, on conserve T, + T'^ -f- T'J'= ^o"". Après T', 

variable, on produit 20 tractions rj'tbmées avec II = 1 000, P, = o ; période = 1 4%3. 

On revient à P^ et l'on attend jusqu'à 40". On donne la détorsion totale entre 1 4o' 

et 4o" : 

T; o" lo"" 35» 

/?.. 344 337 33i 

Ainsi les 20 tractions produisent à peu prés le même effet à quelque moment 
qu'on les fasse; cependant/? diminue légèrement quand T', croit. 

B. Même nombre de tractions rythmées, mais as^ec des périodes différentes. 

Si l'on peut répartir à volonté le même nombre de tractions, de m,éme période, 
sans cbanger sensiblement le résultat, il ne revient pas au même de mettre dans 
le même intervalle le même nombre de tractions d'une autre période. 

Remplissons le même intervalle (i5o*-4o"*) avec 20 tractions, tout le reste de 
l'expérience étant maintenu identique; nous trouvons dans trois expériences 
/> = 4'^o, 417? 4^8; moyenne ^'ài. L'effet de m cycles diminue quand la période 
diminue : pour une même période, l'effet diminue quand on les impose plus tard 
ù partir du retour au couple nul. 

G. Au lieu de produire des variations sinusoïdales, faisons rexpérience comme 
suit : 

Fil 1. — Après la lecture faite i5o* à partir du retour au couple nul, imposons 
d'abord 25oo5 (c'est-a-dire la cliarge maximum pour les expériences A et B) 
pendant 18"; puis 5oo* (c'est-à-dire la cliargc minima) pendant 18"; ramenons à 
la charge Pq et faisons la lecture au temps 4(>*"* Nous trouvons p =z ^'mj^ c^est- 
à-dire plus que pour toutes les autres expériences. 

Fil II. — Opérons de même, mais commençons par la charge minima. Com- 
mençons par imposer Soo^ pendant 18™, finissons par 2000^ pendant 18"*, rame- 
nons à iDooS et déterminons p. Nous trouvons p = /^iS^ ^21 dans deux expé- 
riences. 

En dé/initiée, ce n'est pas tant la variation de charge qui inten^ient que 
le temps passé sous des charges différentes, 

7. Nombre de périodes très grand et amplitude très petite, — Quelques 
physiciens ont admis que le phénomène de réactivilé était dû en entier à de petits 
ryclcs de torsion, de température ou de traction, bref à des ébranlements. En par- 
ticulier, si II est l'amplitude des cycles, m le nombre des cycles dans un temps 
donné, cette opinion revient à admettre que le phénomène dépend de /wll, 
(|uand m tend vers oc et II vers o, le produit restant fini. 
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Nous avons déjà opposé à celle lliéorie des objeclions de principe (Ghap. IV). 
Nous sommes amené à en formuler d*aulres, en cherchanl quelles conditions 
expérimentales il faut satisfaire pour être sûr dMmposer au fil des cycles nombreux 
d'amplitude donnée. 

S'il esl facile d'exercer, sur la pièce qui fixe r extrémité du fii, une force de 
la forme y*=yo sinw/, w pouvant être aussi grand qu'on veut, ce n'est pas une 
raison pour que le fil subisse celte force. 

Soient M une masse terminant le fil, / son déplacement à partir de la position 
d'équilibre pour une surcharge nulle, 4> la constante de Iraction du fil. Admettons, 
ce qui est faux, (|uc la force se transmette instantanément d'un bout à l'autre 
du fil. L'équation est 

M . t=r/oSinw/ — ^/. 

Aucun enlretien régulier n'est possible dans ces conditions (voir Helmholtz, 
Acoustique). Admettons donc un amorlisscinent; on trouve 



cil* 



(il 



— _^/— ^î-^^ H-/osinw^ 



dont l'intégrale est 



I To sins . 

/= — ,1 (sinw^ — £), 



b^ 



GJ 



^»"S* = -4»-Mcu^ 



Considérons maintenant la période d'oscillation de la masse M attachée au fil, 
sans aucune force surajoutée. On a 




d'où 






lange =1 ^ 



M wj — oj- 



Sl la période du mouvement imposé est petite par rapport à T|, si par consé- 
quent w est grand devant (0| , e est petit, l=o. Inexistence de ta masse M empêche 
toute transmission jusqu'au fil. Dans le cas général, la force transmise varie 

entre les limites dz —^ ; elle n'a aucun rapport nécessaire avec la force im- 
posée /© sinw/. En résumé, tant (|ue M n'est pas négligeable, il nous est impos- 
sible d'imposer à un fil un cycle de traction de période quelconque, si petite que 
nous en admettions l'amplitude. 

SI j'imposais, non plus la force, mais l'allongement, les conclusions seraient 
identiques. Je peux lier l'extrémité du fil à un excentrique, mais le fil ne suivra 
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pas les inoiivemenls de Texcentrique, si je ne donne pas le lemps à la déformalion 
de se transmettre, si les oscillations longitudinales ne peuvent se propager régu- 
lîùrement. 11 est vrai que, s'il y a synchronisme, on retombe sur une autre diffi- 
culté encore plus grave; l'amplitude de la déformation tend d'elle-ménne a 
augmenter, à moins que tout ne s'arrête. 

Les conclusions précédentes sont absolument générales et s'appliquent à toute 
déformation; c'est une conséquence nécessaire de l'inertie. 

Il en est de môme pour les cycles de température. Des oscillations petites et 
nombreuses, produites à la surface, n'atteignent pas l^axe du fil. Produit-on 
l'échauircment par un courant alternatif? Quand la période diminue, le courant 
finit par ne plus passer qu'à la surface; les conclusions restent identiques. Nous 
savons d'ailleurs calculer très exactement, pour une conductibilité donnée, jusqu'à 
quelle profondeur des oscillations de température superficielles se feront sentir 
à une fraction donnée de leur intensité. 

Il serait donc absirrde de chercher à imposer des cycles de traction de l'ordre 
du centième ou du millième de seconde; l'efTet serait nul et l'expérience un 
trompe-l'œil. Nous ne disons pas seulement que des oscillations très petites et 
très nombreuses ne produisent aucun effet sur les phénomènes qui nous occupent, 
nous disons qu^elles n^existent pas. Nous connaissons parfaitement la limite 
inférieure des périodes qui peuvent être réalisées; elles sont liées à des phéno- 
mènes sonores généralement perceptibles, et il n'y a aucune bonne raison pour 
admettre qu*elles échappent à nos méthodes d'observation. Quant à arguer qu'il 
s'agit de vibrations intramoléculaircs, nous n*avons pas l'habitude de discuter 
l'inconnaissable. Ces considérations feront comprendre le but des expériences 
suivantes. 

La période choisie est o%G-^, ao=r= 10', Po = /\Tio^, Les \p sont observés dans 
les intervalles compris entre i5o% 5"*, lo"', 'ao''\ 4^'"« Les tractions rythmées 
commencent i5o'' après le retour au couple nul : il y en a 33oo environ entre iSo"* 
et 4o"'. P| = o. On donne les A/? en douzièmes de degré. On a, comme moyenne 
des détorsions comptées jusqu'au temps i5o% 1288**. 



11 = 0.... A/> = 64, v>..\, i83, •2'J9 /? = 6io 

64, \}.!\, 180, m3/| 6o'2 

64, i'>3, 184, 739 6i>. 



iMoycnne. A/) — 64, i->1, i8>., ^.jj y> = 6o8 



Il — '20 


V 


= 63, 


vx'i, 179, 


îs3o 


y = 394 


60. . . 




65, 


124, 181, 


238 


608 


100 




66, 


isi5, 184, 


282 


607 


100.... 




65, 


10.6, 182, 


235 


rM)S 


Moyenne. .. 


A« 


= 65, 


124, 181, 


23.i 


D =. l\t\i 



L'expérience précédente est faite avec un 111 étiré, la filière étant baignée dans de 
l'eau. L'expérience suivante, au contraire, est faite avec un fil étiré, la filière étant 
baignée dans deriiuile de pétrole. Notre étonncment a été grand de trouver des 
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phénomènes qiiantitativemenL si difTérents, ce qui ne les empêche pas d'obéir 
aux mêmes lois /jualilatives, les seules que nous cherchions. 



^P = ç).i. iHi), 277, 3'.S 
94, iHG, -/.y-;, 3Gf; 



^P = \}i, "87, 177, 36i 



v = 


97. 


1B9, ■>yB, im 


/> = 93» 




S». 


197. «»i. Î67 


9^« 




ro:, 


195, «89, 371 


95li 




loi, 


I9i. ■«85, 37-i 


9iJ 



Mojc. 



!)!»■ '!>■(. 



La dctorsion a, =: i^gi". 

Tandis que pour le premiei* fil l'efTel des cvclcs de Iriiclion il'laît nid, Il est ici à 
peu près de^. Même dans ce second cas, même en adiiieUaut la proportionna- 
lilé de l'elTet au produîl uiU (voir n" ë), pour expliquer la léactivité par des 
cycles pelils el nombreux de liaclion, il faudiail consentir à l'existence de trépi- 
dations, irrévélables par l'eipi-rience et r(|uivalant à i<i fois S.'ioo oscillations 
ayant loo' d'amplitude. Ce qui serait de la démence. 



lit enc( 



s la 



iclus 



ion pi 



■t'cédenLe s 



lit bea 



;oup tiopt 



■able. 



elVet un fil prépart- comme ci-dessus; mais, ans 


ItÛL la pr 


niiêre IccluLe, portons 


la cbarge de P„=45o8 à 55u6, c'est-à-dire ai 


maKimur 


a du cycle pour lequel 


II ^ 100: On trouve alors 






A/. = .o., 199, 383, 267, 


/j = {)5o 




Ainsi ce n'est pas Voscil/'ilion qui agit, c'cs 


l'cxisieii 


e d'une surcbarge: on 


obtient un elTel plus grand sans oscillation, eu 


mainlcnan 


t la cbarge maïima du 


cycle de iracLion. 







8. /■'// inrdii, niaiiiienu un temps T„ sous couple, di-lordu el abandonné au 
couple nul (préptiration commune); maintenu un temps T, variable au 
couple nul sous lu charge de préparation I*,, ; chcu-gé suivant une loi inva- 
riable (généralement proportionnellement au temps P^^U i ) d'une surcharge 
invariable el abandonna indéjtniment sous celle charge. — Le paramt'ire 
variable de la série d'expiÎTiences est donc ï,. La figure 7 représente les phéno- 
mènes en prenant pour abscisses les temps comptas à partir du retour au couple 
nul, pour ordonnées les détorsions. 

Le temps T, est figuré en OA, OA', ■ . .; la réaclivîté p pendant ce temps, 
en Au, A'a', . . .; la détorsion *' pendant la charge, par /«/, b'd', . ,; la durée 
invariable de la cbarge z, par ab, a'b', . , .; enfin les courbes de/, d'e'/\ . . ., 
sont les courbes de délorsion sous la charge supplémentaire constante. 

Voici les résultats de l'expérience : 

1" La détorsiou «'diminue à mesure que T, augmente, c'esL-à-diie â mesure 



378 



II. BOrASSE. 



que ]*on part d*un point a, n'y ... plus vers la droite sur la courbe de réacllvilé 
sous Po- Quand T| croît, a' diminue d'abord tros vite, puis de plus eo plus Icd- 
temenl. 

2** Les longueurs 6c, b'c\ ... repr<^sentent les valeursde A/7 pendant le temps t. 
Les longueurs de, d*c', ... sont donc égales k ol' — A/?- L'expérience montre 
(^relies sont presque invariables : les courbes aa'a* el dd dl' sont presque iden- 
tiques. Plus exactement a' — A/? diminue lentement quand T| croit; les courbes 
aaW et dd dF se rapprochent quand on les parcourt vers la droite. Deux hypo- 
thèses en présence : a. Ou reflTet produit sur la réactivité par Taccroissemenl de 
charge esta peu prés indépendant de T| ; h. Ou à la réactivité non modifiée se 
superpose un phéuomène dépendant de la charge, les deux phénomènes restant 
à peu près indépendants Tun de Tautre. 

3" Les points d, d\ d!' étant sur une courbe ascendante, a A -h bd = p -h fi' 
croit quand T| croît. 

4** Les courbes def ont une forme très analogue à la courbe Oaa'a". Elles 
s'entrecoupent de manière que la première finisse par être an-dessous de toutes 
les autres. 

Obtenir la plus grande délorsion /? 4- a' -f- />' dans un temps donné t à 
partir du retour au couple nul. — L'expérience montre qu'il faut généralement 
répartir le temps t entre les deux charges initiale et finale. En d'autres termes, il 
doit exister, entre le temps T| passé sous Pq et le temps t — T| — t passé sous la 
charge finale, un certain rapport fonclion de t (fonction, bien entendu, de toutes 
les autres circonstances du pliénomèue, que nous supposons constantes pour 
toute une série d'expériences). 

Exemple, — Voici quelques nombres pour fixer les idées : 
aa=5o% To=o, 7 = 40'", Po=ioo% PzizII/, IIiz: 1 25e par minute* 



La charge supplémentaire 



P, 1= 1 25 X 4o = 5 000. 



Les/? sont comptés à partir de 1"' depuis le retour au couple nul : 



T. 



m 



1 

9.40'" 



O 
61 



a . 



118 



'l 



2 



a' — \p. 



73 
70 



118 
i33 



Les angles sont donnés en degrés. 

Le fil se rompait pour 'j^^ ou 8^^; pendant que s'écoulenl les 5''^^ il s^allonge 
d'environ 2"™, 5. Sa section est o™"*', 233; la charge est donc alors de 21^^ par 
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millimèlre carré environ. On admet généralement qu'il faut 10''^, 7 pour allonger 
d'un millimètre un fil de cuivre écroui d'un mètre de longueur et d*un millimèlre 
carré de section ; 21^* allongeraient de 2™"* environ. Mais il est impossible de faire 
dans rallongement total la part de la flexion des supports, du redressement du fil 
et de la déformation purement élastique. 

Loi de détorsion le long des courbes ady a' d' y . . . pendant la surcharge 
effectuée proportionnellement au temps, — Nous donnons ci-dessous les Aa' 
dans les intervalles formés par les temps o"*, 5'", lo"', ... jusqu'à t = 4o'"; l'ori- 
giue des temps est aux points a, a', • , . . 

m o 

Ti = 9. Aa'= 18, 12, II, II, isi, i3, ij, 17 «'=109 

5 10, 10, 10, II, 12, li, i"), 17 99 

900 I, 3, 5, 7, 9, II, i3, i5 64 

Quand T, est grand, la délorsion s'exprime par l'expression a'=aP^. Quand ï| 
est petit, Aa' commence par décroître pour croître ensuite, ce qui lient à Tinfluenre 
plus grande de la réactivité. 

Remarques, — A. Les phénomènes exposés dans les numéros précédents se 
retrouvent ici. Supposons qu'après avoir chargé, on décharge; il y aura conlinua- 
lion de uélorsion due à la diminution de la charge. Ueprenons par exemple l'expé- 
rience T| = 5'", 7! =. 99°; pendant les 5"' suivantes, sous la charge constante 5 100*^, 
p'=8" le long de la courbe correspondante de/. On siphonne l'eau du seau; 
quand lu charge redevient 1006 (ce qui arrive au bout de 5™), il y a eu détorsion 
de 6", 5. lilnfin, si l'on abandonne jusqu'au lendemain sous 100^, nouvelle détor- 
sion de 10". 

B. Voici une expérience dont nous aurons l'explication plus loin. 

Soit ï, = 4o"*, p = 43". Chargeons de 4''^; a'= 62°. Déchargeons en 5'", détor- 
sion 8'*. Abandonnons sous 100* pendant 16 heures; nouvelle détorsion 12". Tout 
cela est conforme à ce qui précède. Rechargeons maintenant à grande vitesse 
(534^ par minute); il y a d'abord retorsion, puis ensuite détorsion nouvelle 
quand la charge dépasse 4''^* 

A utre série d^ expériences: ao= i o',Po=5oo6, P, =charge supplémentaire=4*'- 
— La charge s'opérait en 4 minutes; on vidait à l'aide d'un siphon un vase conte- 
nant 4*^^ d'eau ; l'écoulement, identique pour tous les fils, n'est plus uniforme. 
On a cherché comment se fait l'enlrecoupement des courbes def^ d' e' f y .... 

Les détorsions (en douzièmes de degré) sont comptées à partir de 5"* après le 
retour au couple nul. 

T] = 5™ t = 100"» Détorsion . . . io63** Tj = 40'» I = loo" Détorsi.on 1076*' 

< = 2io'» » ... ii42«» / = 2io"' » 1177'' 
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Les courbes se sonl donc coupées et divergent à mesure que / croît. L^enlre- 
coupement peut se faire extrêmement loin. 



/ = 1200" : Ti = 5™ Délorsion . . . i3i4; 



Ti=84o'" Détorsion... laOi 



Les courbes ne se sont pas encore coupées : mais leur direction indique qu'elles 
se seraient coupées au bout d'un temps probablement très long. 

Forme des courbes de f. — En faisant abstraction de la partie initiale à cour- 
bure très prononcée, elles satisfont à la loi générale de première approximation 

/>'r=AIog(^-+-B), 

que ses propriétés, déjà étudiées (Chap. VI, p. 4^9)? rendent précieuses pour 
les interpolations. 

La préparation restant la même et aussi le temps T|, quelle influence a 
sur le phénomène la loi suivant laquelle on charge? On part d'un même point a 
de la courbe de réactivité. T/expérience montre que, quelle que soit la ligne de 
charge, on aboutit encore très sensiblement en un point d^ de la courbe dd^cT^ 
parallèle à la courbe de réaclivilé ad a!\ et que les deux courbes def et d^e^/% 
à charge constante tendent asymptotiqucment l'une vers l'autre. 

Si donc on veut un schéma un peu simplifié des phénomènes étudiés dans ce 

Fig. 7. 




Temps 



paragraphe, on tracera trois courbes; la courbe de réaclivité Oaa'a", une courbe 
parallèle dd' d" et une troisième courbe qui ne s'éloigne pas non plus d'être parai- 
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lèle à la première. On parcourt un morceau de aa^a^y on atteint au bout de la 
surcharge, efTectuée suivant une loi quelconque, un point de la seconde (immé- 
diatement déterminé par la durée décharge); enfîn on marche asjmptotiquement 
vers la troisième {Jîg* 7). 

9. Fils tordus, maintenus tordus un tempsTovariabte, maintenus au couple 
nul un temps fixe, puis supportant une charge qui croit proportionnelle- 
ment au temps. — cLq=z 10', vitesse de torsion 21% 7; Po= 5oo, T| = i5"*. Les 
angles sont donnés en douzièmes de degré. Fil de comparaison To=i6**, a, = 839° 
(compté jusqu'à 5" après le retour au couple nul). Entre 5" et i5"', A/? = 288'^. 
L'écoulement donne laS^ par minute; les Aa' sont pris dans les intervalles formés 
par o™, 5*", 10", ...', 5o™, comptés à partir du commencement de l'écoulement. 

Aa'=:96, 118, 129, 187, 143, i59, 177, 187, 206, 245. 

Considérons maintenant les courbes correspondant à des valeurs plus petites 
de To ; soit A| p et A| a' les quantités correspondantes. On a 



To o™ 5™ i5™ 60 



m 



ai 1289 ]i'22 1086 lOII 

100 Ad .. - ., 

— - — — i56 i3i iiO ro7 

A,/? 

Les rapports -r — -, sont, au début de l'écoulement, égaux aux rapports -r^; ils 

diminuent ensuite très vite, puis lentement, et tendent vers l'uqité à mesure que 

croît la surcharge. Ainsi, pour To = o et To = i6**, on a, entre o™ et 5"', 

Aa' 

;r — - = 1,52; entre 10" et i5", il est i,3o; entre 4o*" et 45"", il est i,i4- 

A| Cf. 

Si To est fî-rand, -r — -. est à peu près constant et voisin de t-^* 
° ' Aja' r r ^^p 

Les courbes donnant ces rapports en fonction de la surcharge se placent les 
unes sous les autres sans se couper. 

Puisque l'influence du temps d'arrêt To diminue quand la surcharge augmente, 
ce ne sont plus que les effets de la torsion qui se font sentir. 

Autre expérience : T| == 80"*, To= \\^ et To= o. 

Héactivités dans les intervalles 5™-io"*, io"'2o", 2o"-4o™, 4o°-8o"* et leur 
rapport : 

To=i4*' ^p = i52, 162, 465, 171 p = 6jo 

To = o A,77= 95, 94, 86, 83 />i == 358 

^ =160, 172, 192, 206 

^lP 

Fac, de T., a« S., IV. 40 
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Le résullat est conforme à ce qui est dit au Chapitre VIII, n** 5. Le rapport 
croît. 

On installe rocoulenicnt : on donne Aa' dans les intervalles formés par o", 5"", 
loo Aa' 



io*°, ... et 



A. a' ' 



To=i4'' Aa' = 4i, C8, 94, io6, ii5, i38, i43, 162, 182, ai4 

Ta 



p = 1-268 



7- =178, i35, 128, 124, 120, 116, 114, 112, 108, 106 



A. a' 



Aa' 
Le rapport -r — 7 croît donc pour les faibles surcharges à mesure que T| croît; 

Al oc 

mais il tend alors plus rapidement vers Tunilé pour les grandes surcharges. En eflTet, 
au début de la surcharge, la réactivité intervient avec un rapport d^aulant plus 
grand que T| est plus grand; pour les grandes surcharges, la réactivilé, qui est 
d'autant plus faible en valeur absolue que T| est plus grand, intervient de moins 
en moins : le rapport est voisin de Tunité. 

Les expériences actuelles ont permis de contrôler des résultats énoncés au d^8 
sur la forme de la courbe ddd- : p est la réactivilé entre 5" après le retour au 
couple nul et T| ; a' la détorsion pendant la surcharge eflTectuée à vitesse constante 
pendant 5o" (P| = 5o x i23 = 6i5o) : 



T,= Ii^ 



T.= 0»«. 



T,. 



m 

5 o 

rî 238** 

80 65o'* 



a'. 



1709 
i584 

1 2G8 



p -h a . 

«709 
1K22 

I9»8 



X . 



/>-+-« 






i35i 


i3îi 


1 îi** 


1254 


i4o(> 


358'* 


1096 


i4Vi 



TORSIONS ET DETORSIONS QUI SONT COMME PREMIERE APPROXIMATION 

DES FONCTIONS DÉTERMINÉES DE LA CHARGE. 



10. Dans tous les phénomènes précédents, la détorsion n*est pas, même 
approximativemenr, fonction déterminée de la charge. Si, après avoir chargé, on 
décharge, la détorsion ne se transforme pas en une torsion (voir n" 8, A). 
Il existe une seconde catégorie de phénomènes, souvent noyés dans les précédents, 
mais que Ton peut mettre en évidence, en attendant que la réactivité se soit suf6- 
samment atténuée. Pour ceux-ci, la torsion est, comme première approximation, 
fonction de la charge; par la répétition des mêmes cycles de traction, on finit par 
obtenir un cycle à peu près fermé dans le plan P, a. Le phénomène est doué 
d'hystérésis. 
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Pour faire comprendre Finfinie variété des faits, nous allons procéder par 
approximations successives : je préviens que le sujet est d^une grande difficulté. 
Nous poserons les règles suivantes : 

1° La réactivité à charge constante diminue avec le temps; on a approximati- 
vement 

/? = Alog(^-+-B). 

a® Si le ni est resté longtemps sous Po et que la charge devienne P|, tant pen- 
dant le passage de Po à P| que dans les instants qui suivent, la détorsion 
se trouve augmentée. L^augmentation croît avec l'intervalle P| — Pq. 

3° Nous admettons provisoirement qu'aux détorsions précédentes se super- 
posent des torsions et des détorsions fonction déterminée de la charge; de sorle 
que la variation totale d'azimut a sera formée de deux termes : tj^qui englobe 
les phénomènes des i** et a**, ç qui correspond au 3" : 



a = ^ -h 9, 



^=/o(^P). ?=/i(P). 



P est la charge totale. 

4" La courbe © =/i (P) a la forme représentée {Jîg* 8). 
Ceci posé, nous aurons deux groupes et quatre sous-groupes d'apparences fon- 
damentales. 

Premier groupe. — On impose un cycle P| — Pj (Pi < Pj) qui se trouve dans 
la partie ascendante de la courbe : 

A. Le fil est resté avant rexpérience longtemps sous une charge. .. Pa < Pi (fif^- 1)) 

B. » . . . Pb > Pj 



Fiîï. 8. 



Détorftions 




Charges 



Second groupe. — On impose un cycle P3 — P4 (Pj < P4) qui se trouve dans 
la partie descendante de la courbe : 



384 



H. BOUASSE. 



C. 
D. 



Le fil est resté avant rexpérience longtemps sous la charge Pc^^ Ps 

» Pd>P4 



A rinspection des figures, on comprend immédiatement ce que nous appelons 
petit bout et gros bout des cycles. 

II suit de la deuxième règle que le petit bout se trouve toujours du côté de la 
charge longtemps subie avant l'expérience. N'oublions pas que les phénomènes 
des I" et 2^ sont toujours des détorsions. Dans ces groupes fondamentaux se ren- 
contrent les apparences les plus diverses, pour des raisons que nous verrons. On 
peut obtenir successivement, pour un même fil et pour le môme intervalle P3 — P* , 



Dé tors ions 



•'''g. 9- 




Détorsions 




les apparences d'un même groupe. Après avoir maintenu, par exemple, longtemps 
la charge à la valeur Pc et fait une expérience rentrant dans le sous-groupe C, on 
la maintient à la valeur Pj, assez longtemps; on trouve alors l'apparence D. 
Même remarque pour les apparences A et B. 

il. Exemples de courbes réellement obtenues. — Les phénomènes actuels 
sont petits, très compliqués, et j'ai dû faire plus de 200 clichés i3xi8 représen- 
tant plusieurs fois ce nombre de courbes, pour en saisir les allures générales. Je 
crois donc indispensable de donner, non pas comme dans la figure précédente, 
des courbes un peu schématiques et ramenées à la même échelle, mais des exemples 
réels et le calque de quelques clichés. 

Premier exemple : Fil de 90''"', ao = 10', P© = loo^, abandonné une nuit 
sous 4i2DS. 
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(^ycle : n = SaS^, période = laS*. On fixe le cycle (4i25-3o75), puis on passe 
au cycle (2275-1225). 

Pour ces cycles, et par conséquent pour tous les cycles correspondant à des 
charges plus petites, on se trouve à gauche de la charge P^, etpar conséquent dans 
le cas B. Le cliché obtenu est en 1 (Jlg* 10). Après quelque temps on passe au 



Fi g. 10. 



Kig. II 



Détorsions 



Détorsions 





cycle (25o-i3oo); on obtient le 2 {fig* 10). On passe au cycle plus à gauche 
( 125-1 175) et, après l'avoir parcouru plusieurs fois, on abandonne 3** sous 125». 
On recommence ensuite; le cycle est à peu près Jixé, mais son aire n'est pas 
nulle. Il y a hystérésis; nous reviendrons plus loin là-dessus. Il est parcouru dans 
le sens des aiguilles d'une montre 3 {fig- 10). Jusqu'à présent nous sommes 
restés dans le cas B; mais retournons maintenant au cycle primitif (4i25-3o75); 
le cliché 4 prouve que nous avons passé au cas A; le petit bout qui était à gauche 
est maintenant à droite. La raison de ce changement est évidente : avant les 
premiers parcours, on a maintenu longtemps une charge plus grande que toutes 
les charges correspondant à ces parcours; avant le dernier, on a maintenu 
plusieurs heures une charge plus petite que celles qui correspondent au cycle 
décrit. 

Dans les figures, les charges croissent de gauche à droite et les détorsions sont 
comptées vers le haut. 
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Les courbes sonl reproduites à moitié grandeur naturelle; i^*" d* ordonnée vaut 
lîS minutes d'angle environ. 

Remarques. — Les courbes sont tirées de clichés différents (la série en com- 
prenait huit). Supposons qu'ils aient été faits sur un plan indéfini ; on obtiendrait 
une courbe continue dont la figure donne quatre fragments. Nous nous proposons 
d'indiquer comment ces fragments seraient disposés les uns par rapport aux autres 
sur le plan et quelles seraient les courbes de raccordement. Au moment où com- 
mence Texpérience, le fil s'est déjà notablement détordu sous l'Influence de 
la réactivité, la charge étant d'abord 100^ pendant la préparation, puis ^m^^ toute 
la nuit. Du cjcie (4i25-3o75)on est passé à un cycle plus à gauche (2275-1225^. 
Au moment delà décharge, la courbe est descendue, puisque nous nous trouvons 
à gauche de Pm* Mais, le nouveau cjcie n'étant pas fixé, la courbe inscrite main- 
tenant entre les deux verticales 2275 et i225 remonte. De sorte que le n® 1 se 
trouverait à gauche et au-dessus de la courbe non représentée correspondant au 
cycle (4 1 25-8075). 

Après avoir fixé le dernier cycle, on passe au cycle plus à gauche (25o, i3oo). 
Ici encore, au moment du passage, brusque descente de la courbe vers la gauche; 
puis remontée entre les verticales 25o et i3oo. Ces deux effets inverses amènent 
le cliché 2 à gauche et à peu près à la même hauteur que celui (non représenté) 
qui correspondrai» au cycle (2275-1225) fixé. 

Ces effets résultent immédiatement: i**de ce qu'on esta gauche àeV^ifig- 8); 
2" de Inapplication de la deuxième proposition du n^ 10 aux cycles non fixés. 

Passons au cas inverse : on remplace un cyxie par un cycle plus à droite dans 
le plan, La courbe doit se relever brusquement vers la droite, puisqu'on est 
ù gauche de P„i, et, inscrit entre les deux nouvelles verticales, le cycle se fixe en 
rampant vers le haut; les deux effets sont de même sens. 

Tout cela est très simple, si l'on veut : j'ai eu beaucoup de peine à le dé- 
brouiller. 

Deuxième exemple : olq= 10', P© = lOoR. — On fait parcourir des cycles qui 
sont de plus en plus à droite du plan. Nous sommes encore à gauche de la 
charge P^. Comme le fil n'a subi d'abord que de faibles charges, nous sommes 
dans le cas A. Les clichés correspondent : n° i (25o-i3oo); n** 2 (1225-2270); 
n" 3 (3075-4 125). D'après ce qui vient d'être dit, quand on passe de l'un au sui- 
vant, le cycle se déplace vers la droite et vers le haut {/îg* 1 1). 

Nous allons trouver des exemples des cas C et D en étudiant de plus près ce qui 
se passe lorsque l'on ferme les cycles par la répétition. 

12. Modification de la courbe P, a quand le cycle est maintenu indéfini- 
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ment. — Les hypothèses posées au n^ 10 sont trop simplistes pour expliquer la 
formation de boucles. En efTet la réactivité entraîne toujours une détorsion; si 
le second phénomène est fonction déterminée de la charge, le mouvement du point 
figuratif, entre deux passages à la même charge, ne peut se faire que vers le haut. 
11 faut donc invoquer nécessairement une hystérésis. 

Troisième exemple : ao= 5o*, Po= ^^o^. — On maintient 18** sous iSo^. Le 
cliché 1 {Jig* lîi) représente le cycle (i5o-i6oo) en train de se fixer. Nous 
sommes à droite de P/^i, malgré la pctilesse de la charge inférieure du cycle; 
Texpérience rentre donc dans le cas C. Nous reviendrons au n° 13 sur la position 
de ces charges P;„, correspondant au changement d'efl'et des surcharges. Le 
cliché 2 représente le même cycle à peu près fixé et fermé : les flèches indiquent 
les sens de parcours. Le cliché 3 représente le cycle (1200, 2600). Au passage 
de 2 à 3, il y a d'abord brusque torsion (nous sommes à droite de Pm); p^ii^ 
détorsion pendant la fixation. En 4, même cycle plus fixé. L'inclinaison moyenne 
du 4 est inférieure à celle du 2, comme le veut la forme de la courbe {Jig* 8) 



Fig. 13. 




çp=/i(P). En 5, cycle (3o5o-45oo) non encore du tout fixé. La détorsion est si 
grande d'après la règle 2° du n® 10, que la boucle a disparu; en 6, même cycle 
à peu près fixé. 

On reprend les mêmes parcours en sens inverse; ils sont alors immédiatement 
presque complètement fixés : les clichés 7 et 4, 8 et 2 se correspondent. On 
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remarque que rincliiiaison moyenne du cycle 8 est plus grande que rîncKnaison 
moyenne du 2; nous reviendrons plus loin là-dessus. L'échelle des ordonnées est 
de i*^™ pour 25'. La longueur du fil est 90' 



^cm 



Quatrième exemple, — Cet exemple est particulièrement intéressant, parce 
qu^il nous montre les phénomènes analogues à la réactivité et Fhjstérésis tendant 
à produire des déformations opposées du cycle. ao= 5o^, Po= iSo*. Aussitôt la 
détorsion, on installe 4^00^ que Ton maintient 18^. 

Lé n® 1 représente le cycle (3o5o-45oo) fixé {Jig» i3). 

Nous installons (i20o-265o). Nous sommes manifestement à droite de Pmetpar 
conséquent dans le casD. Le petit bout du cycle devrait, d'après le n® 10, corres- 
pondre à 265o et être à droite. C'est à gauche que devrait se rencontrer la plus 
grande vitesse verticale vers le haut (le gros bout avec déplacement vers le haut). 
Mais l'hystérésis intervient et doit aboutir à produire un cycle fermé parcouru 
en sens inverse des aiguilles d'une montre, c'est-à-dire avec une vitesse verticale 
vers le bas à gauche. Si donc la réactivité l'emportait, il y aurait vitesse vers le 
haut à gauche; c'est ce que nous verrons tout à l'heure au 4. Ici l'hystérésis 
l'emporte^ il y a dès l'abord vitesse vers le bas, à gauche du cycle. C'est ce que 
l'on voit dans le cliché 2 : mais la première boucle est bien moins épaisse que la 
seconde. 

Le n® 3 représente le cycle (i20o-265o) à peu près fermé. On installe alors le 
cycle (i5o-i6oo), n° 4. Même raisonnement que plus haut; ici l'hystérésis a le 
dessous, la première boucle disparaît. Le n^ 5 donne le même cycle fixé. 

Revenons maintenant à des cycles de plus en plus à droite. Les deux ordres de 
phénomènes vont augmenter la vitesse verticale vers le haut, à droite des cycles, 
(^eux-ci se bouclent donc immédiatement. En 6, cycle (i20o-265o); en 7, cycle 
(3o5o-45oo). 

13. Élude de la courbe ç =/i (P). — La courbe cp =/, (P) {fig. 8) dépend 
des conditions de la torsion et varie par l'effet des cycles parcourus. Dans nos 
deux premiers exemples {fig* 10 et 11), aQ=io*, Po=ioo^. Pour toutes les 
charges inférieures à 41^5^, nous sommes à gauche de P„, : un accroissement de 
charge produit une détorsion. Dans nos deux derniers exemples {Jig. 12 et i3), 
ao= 5o^, Po= ïDoP. Pour toutes les charges comprises entre iSo* et 45ooP, nous 
.sommes à droite de P„|. Toute la partie de la courbe cp à gauche de Vm a pratique- 
ment disparu. 

Pour diminuer l'importance de la partie gauche, il faut augmenter a,, et la 
charge Pq sous laquelle on tord le fil. Une faible torsion sous une faible charge 
en exagère Timportancc. On peut placer le cycle à cheval de P„, en modifiant 
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convenablement ao et P„. Lorsquela ctiarge croît à partir de faibles charges, 
d'abord (it^torsion, puis lorsioii. 

Admettons maintenant des conditions déterminées de torsion; st, après avoir 
lixt^ un cycle, on en parcourt d'autres et que l'on revienne au premier, l'inclinaison 
moyenne a cliangé. 

Les grandes charges transporlcnl l*„ vers la gauche {/Ifi'- S), diminuent l'Im- 
portance de la partie -i gauche de P„, au point de vue de son amplitude verticale. 
I.cs inclinaisons moyennes sont augmentées à droite de P^. diminuées ù gauche. 
On a marqné en pointillé (y?^- 8) la déformation de la courbe : on n'oubliera pas 
en comparant les deux courbes, que leur position absolue dans le plan n'est pa» 
dôlerminée. 

Nous avons rencontré une a|iplicntion de ces régies au n" là, Exemple Ili. Les 
clichés 2 et 8 représentent le même cycle (i5o, itioo); mais dans l'intervalle les 
charges ont cru jusqu'il 4 Joo. La courbe (Jig. 8) s'est déformée, el, comme nous 
sommes à droite de i*„, le cycle 8 est plus incliné que le cycle a. Même conclu- 
sion pour les cliciiés 7 et /j (1200, 'j65o). 

La partie de la courbe {Jtg. 8) à gauche de P^ scnilile rnllachcr son existence 
ù un phénomène bien connu, étudié en particulier parTIiomsnn etTutt dans leur 
admirable TraHé de Philosophie naturelle, n" 601 et suiv. Quand une des 
cMrémités d'un lil |iarrailemenL élastique est maintenue lixc, quand on applique 
un couple a l'autre extrémité, ou quand on lui donne une certaine torsion, l'axe 
du ni ne reste pas rectiligne : il prend la forme d'une hélice. Si la torsion devient 
suflisonte, il se ])rodui[ des déformations permanentes et, quand on détord, le fil 
est transformé en un ressort à boudin, dont le nombre de spires et le ra\un 
dé|icndcut de la torsion et de la charge pendant la torsion. 

Si donc la tnrslon a été faite sous charge faible, nous opérons non plus sur un 
iil rectiligne, mais sur uu véritable ressort ù houdîn, à pas très allongé. Il sem- 
blerait qu'il di\t être très focile de savoir ce quî doit résulter d'une surcharge 
à couple constant nul. Les formules du n" 607 du Traité de Thomson el Tait 
indiquent une torsion; il se produit une détorston. Mais rien n'indique que les 
cunditioiis supposées au n" 607 soient satisfaites : nous reviendrons sur ces phé- 
nomènes daos une élude générale que nous préparons sur la déformation des 



li. Voici deux exemples qui montrent quelles formes singulières l'hystérésis 
peut donner aux cycles. Il s'écoulera de longues années avant que nous ne possé- 
dions une théorie acceptable de tels phénomènes. 

Cinquième exemple (Jig- 1 f) : ao= "j', !*«= lio». — On maintient une nuit 
sous cette chatge. 

Fac. de T.. a- S,. IV. JO 



3go 
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On impose (i5o, 58oo) : on ohlicnt la double boucle du i. On mainlienl ni 



/k 



Fig. i3. 




sons 58oo; on décrit le cycle précédenL la boucle ;;auche a nolablenicnl diminué 
de longueur (cliché 2). 

Sixième exemple (Jlg. i5) : ao=io*, Po=5ooKj cycle (5oo, 6i5o). — Le 



Fig. 14. 



Fig. i5. 




cliclié I non fixé monlre deux bourles; le cIicIh* 2 n'en a plus (prune. 



15. Hystérésis, Influence de V ampliiwic des parcours sur l'aire renferméi* 
dans le cycle fermé. — Celle qucslion coniporle une iufinilé de solutions. Nous 
nous bornerons au cas de cycles assez pelils cl lels que la portion de la figure S 
utilisée reste à peu près rectili^ne. Les parcours ressemblent alors vaguement à 
«les ellipses. Déplus, la charge moyenne rcslcra la mémo. La longueur horizontale 
du cycle mesure l'amplitude II; si la diflércnre maxima des ordonnées cor- 
respondant à la même charge (qui a lieu à peu prùs pour la charge moyenne ) est 
proporlionnclle à II, Taire est pro])oi*honnellc à II-. (]ctle hypolhèse est Irrs 
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éloignée de la vérilé. Il est plus vrai d'admetlre que Tépaisscur csl proporlionnelle 
à n- et par conséquent Taire proporlionnelle a IP. 

Généralement, quelle que soit la forme du cycle. Taire croît beaucoup plus 
vile que II-. 

Injliiencc de la période. — I^a période du cycle influe netlemenl. Quand elle 
augmente, Tépaisseur croît et Taire par conséquenl. Simullanémenl Tinclinaison 
moyenne décroît. 



Exemple : ao= 100*, Po:::= i5o»^, cycle (7^::, '.r^^;)) : 






Période 

Épaisseur 6""", 8 



8""", 8 



i^'xG 



,mm 



I0'""',0 



Le degré de torsion é(|uivaut à 35"*™ environ sur le cliché. 

Sens dans lequel les cycles fermés sont parcourus, — Les résultats ne sonl 
simples que pour des torsions ao considérables et où par conséquent elle n*a pu 
élrc efFectuée que sous faible charge. Nous sommes alors à droite de ?,„. C'est à 
ce cas que se rattachent les Exemples 111 et IV {fig- 12 et i3). Le parcours 
s'effectue en sens inverse des aiguilles d'une montre. 

Septième exemple : ao = 5o', Po = 1 5o6 (Jig> 1 0). — Les trois clichés montrent : 

Fig. 16. 




le n" I, le cycle (200, 58oo); le n° 2, le cycle (iJo, i65o); le n** 3, le cycle 
(r>. i5o, 365o). On peut vérifier certaines propositions précédemment énoncées, 
l/épaisseur croît plus vite que Tamplitude. Quand, Tamplilude restant constante, 
le cycle se déplace vers la droite, Tinclinaison moyenne diminue (clichés â et 3). 

Supposons maintenant que Po ^^ ^0 soient tous deux petits. 

Si le cycle a une petite amplitude, il est impossible d'obtenir une boucle. Si 
le cycle est grand, on obtient un huit de chiffre (Exemples V et VI); la boucle de 
droite est décrite dans le sens inverse, la boucle de gauche dans le sens direct. 
Si le cycle est parcouru un grand nombre de fois, la boucle de gauche (sens direct ) 
s'atrophie; la boucle de droite (sens inverse) persiste seule. En somme pour les 
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charges faibles, nous pouvons faire rentrer les phénomènes dans une n^glc 
générale. 

Lorsque la charge P© est grande nous n'avons pu en découvrir. Génér<ilement 
on se Irouve à droite de Vm et la boucle est parcourue dans le sens direct. 



FIL ÉTIRÉ. ÉTUDE DES COUPLES CRÉÉS PAR LES SURCHARGES. 

16. Variation de couple à azimut constant sous lUnJluence {f une charge 
croissant proportionnellement au temps, à partir des dii^ers points t/e la 
courbe de première torsion {Jig* 17). — Dans les expériences suivantes, 
P^= 5oo8. L'écoulement ajoute laS* par minute, soit 61 So^ en 5o™ : la charge 
est alors 665o; le (il est peu éloigné de la rupture. 

On fait varier a„; To= 3o". C'est au bout de ces 3o™ que l'on installe l^écoiilc- 



Fig. 17. 



Couples 




ment. On donne les pertes de couple en millièmes du couple initial, en fonction 
de l'accroissement de charge mesurée en minutes. 

Si ao est petit, inférieur à un tour, la courbe donnant les déperditions (en mil- 
lièmes du couple initial) possède une forme indépendante de ao (elle dépend des 
conditions de l'expérience et principalement de Tq). Au bout des temps o", 
, 5o" les déperditions sont 



1 • • • 



o, 6, 19, 32, 58, 90, 128, 179, 243, 33o, 4^8 millièmes. 

A mesure que ao croît, la stabilité du couple décroît d'abord très vile, puis de 
plus en plus lentement. Voici les perles pour 10°, 20™, . • ., 5o" en millièmes : 
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Voici, pour lixer les idées, les valc 
moment où la charge commence ù cr< 
azimut constant (p6, jig. i(i) : 



i en unités arhilrair 
re, c'est-à-dire 3.i"' 



;st la courbe de torsion; 
it pendant Tg ; bi- est l;i 
) abscisses à partir d'iinc 



Co i'.7 'lî' 7i« 

\ji Jig. 17 montre la marcIie de l'expérience; Oa 
suivant ab se fait la perte de couple à azimut consl 
courbe des couples en fonction des charges, portées 
origine O'. 

Comparaison des courbes bc, correspondant à di\ers points a de la coiirhr 
de torsion. — Pour le même accroissement de charge, il se perd une fraction du 
couple initial C»^ ^^, qui augmente avec la torsion a^. Le phénomène est d'au- 
tant plus mangue que la comparaison porte sur des parties de la courbe bc plus 
voisines du pointa : résultat facile à prévoir, puisque, pour de très fortes charges, 
la perte serait probablement, pour toutes 1rs courbes, de 1000 millièmes et par 
conséquent indépendante de a^. 

Le fil casse toujours avant que le couple ne soit devenu nul. 



Injluence de l'arrêt T^. - 
de torsion ; on attend à azimut 
au valeurs 3^1 P^'i • • ■■ Les 1 
unes vers les autres : pour nr 
indépendants de To. 

Exemple : ao^= 10', Po^ 600*. — On donne les couples à la fin de! 
puis après des ccoulemenls ayant duré a5™, 3o"', .... 5<>"' : 



- On arrête en un point in\ 
constant des temps '!,,, 'i, 
ourbes bc, b'c', . . . lendcnl 
e charge assez grande, les 1 



riable a de la couibi- 
. .; le couple descend 
asymptoliqucment les 
)uples sont à peu près 

inpsT,,. 



891. «iî, 77». 686, i77, ^.i( 

■jia, 861. 797, 7(3. 6o2. 437 

9>ï, 897, 8a.i, 7Ï8, frio, 4(fi 

1(73, 90», 8ji, 73H, Ooi, 4^8 



Au début, pour la charge 600^, on a des couples qui difTérent de 1 iS3 — \)\i']- 
soit 186 {997 est la moyenne de 984 et looi)); après .'îo'" d'rconlemenl, 
sous 6750', les couples diffèrent de ^'60 — 4'^8 ^ 2. 

17. Influence sur les phénomènes de réactivité au couple nul, d'une sur- 
charge agissant pendant te temps Tj pendant lequel le fil est maintenu sous 
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l'azimut correspondant à la torsion totale. — L'expérience actuelle est 
expliquée par celle du n*' 16. Le fil est tordu de ao constant sous Po constant. 
La torsion est maintenue pendant le temps invariable To. La détorsion est effec- 
luéc sous Po,' on mesure ai compté jusqu'à l'azimut atteint 5'" après le retour au 
couple nul et les \p dans les intervalles 5" ù lo"*, lo'" à 20*", 20"' à 4o™. 

I^our ces opérations, l'expérience nediflère pas de rexpérîence ordinaire pour 
déterminer les réaclivités. Mais pendant la portion T'„ de l'arrêt To, on fait agir une 
cliarge supplémentaire Pj,. Pour l'introduire et la supprimer sans choc, sous le 
(il est attaché un ressort à boudin, portant un anneau auquel on suspend le poids. 
Il est d'abord maintenu par un support, qu'on abaisse et relève systématiquement 
en une dizaine de secondes. 

Voici d'abord pour le iîl employé (Lo= 90*^, ao= 10'), et la charge invariable 
\\=i aSoP, les A/> et a, quand ï© varie : 

m (1 o 

To= O. .. A/>| = 89 A/?j= 8j A/?3= 87 />3='26i «1 = 1144" 

5... ii3 109 io4 3*26 1045 

i5... i3(» ]-À,\ 120 874 999 

H^'o... i/iG rV>. iCr?, 4 Go 8ao 

Ces résultats sont conformes aux règles énoncées Chapitre VIII, n® 5. 
A mesure que ï© croît, ai décroît, />3 croît. 
JJélerminons maintenant l'influence d^ine surcharge. 

Soit To=i5°. Pendant Tj,= 5"* (entre les temps 5"» et 10" de l'arrêt To) 
faisons agir la surcharge P'^,. 

Pi o''^ i*'* ?>« 3^' 5*'« 

«1 999" 973" 9'^o^ «W** 58^ 

/>3 374" 371" 349' 340'» 9.47^ 

Soit comme second exemple To= 5"\ Si la charge est constante == Po= 2 5o^, 

nous avons trouvé 

/?3 = 3:î6, a, :=:: 1 045°. 

Si Ton fait agir i^^ pendant à peu près toute la durée de cet arrêt (5" moins le 
temps d'installer le poids et de la supprimer, soit So" environ), on trouve 






p^ -~ 820, «1 -n 1007 

Ainsi la surcharge PJ, diminue bien le couple, et par conséquent la détorsion ai , 
conformément à ce qui est indiqué au n" 16; elle diminue aussi les lip. Elle n'agit 
<lonc pas du tout sous ce dernier rapport comme un accroissement de temps 
d'arrêt T,,. La courbe reliant//;, et Pj, est analogue à celle qui relie ai et Pj^. 

Nous avons été conduit à expliquer en i^ros les phénomènes de réaclivilé, en 
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disant que des molécules conslltuées d'une manirre parlîculière (Cliapilrc VI. 
p. 464) se bandent ou se débandent, suivant leur état actuel (produit par los 
couples ou les déformations antérieures) et le couple actuel. Nous avons vu qu'il 
semble que des variations de charge activent ces pliénomènes (n" Î2 et suiv.) au 
couple nul, c'est-à-dire lorsque, dans la représentation précédente, les molécules 
à élasticité parfaite mais relardée, se débanderaient, l/cxpéricnce acluclle répond 
à la question suivante : ne pourrait-on pas, par des variations de charge sous cou [)lc, 
hâter le bandage des molécules? 

L'objection « que l'adjonction d'une surcharge ne produit pas d'accroissement 
parce qu'elle diminue le couple » ne vaut rien, puisque nous vovons l'arrêt T,, de 
8^0'" sans surcharge abaisser le couple sensiblement de 1 141" à 820'* et augmeulci- 
considérabIemcnt/>3. 

Si singulières (|ue puissent être nos constructions, rien n'est coutradictoiic 
dans l'hypothèse que certaines causes faciliteraient le débandage des molécuh's 
sans faciliter leur bandage. Nous reviendrons d'ailleurs là-dessus au n" 30 do ce 
Chapitre. 

18. Variation de couple à azimut constant sous iinjlucnce cV une charge 
variant proportionnellement au temps, à partir des divers points d'une 
courbe de première dé torsion. — Po = (ioo, ao=ioS To== o. La délorsion a,- 
est variable. On attend i5'" et Ton fait croître la charge à raison de \'\\S^ |)ar 
minute. 

Le n" i du Chapitre Vil nous apprend ce qui se passe pendant l'arrêt de i.V" ;'i 
azimut constant, aux différents points de la courbe de détorsion. Suivant le point 
choisi sur cette courbe, après l'arrêt, le couple croît ou décroît. Une surcharge 
continue et accélère les phénomènes qui existent sans surcharge {cf. n" 17). 
Voici les couples en unités arbitraires après o'", 10"', 20"*, . , ., 5o'" de surcharge; 
au-dessous sont inscrites les pertes de couples en miilièntes du couple initial : le 
signe -f- indique que le couple croît, — cju'il décroît. 

ai =^ (1 1170'' ii>.i loîo <)i8 7'ît) \>.'>. 

<>""" i>. —III — 21Î — jOt) (ijo 

I jiij 7(><i" 7>G 7 il 699 Gf>. 3<)"» 

o»""' _-, —>/, -H, —H,-, -j8>. 

•>.,:>.) 37>" 378 3«i 377 3j7 uG^ 

o""" 8 iG ') ' - i8 ' '*.i)i\ 

3 8î" ()i io(» 110 117 fil 

<)"'"• 83 190 3o9 393 3>.i 

10 987" 953 893 809 G8Î \.\i 

o""" —34 —9'» — 18(» —307 — 5")v. 

Portons les couples en ordonnées et les charges en abscisses. 
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Les valeurs initiales -rr^ sonld^abord négatives pour de faibles ai ; quand «i croit, 

-7p croît et devient positif. H y a d^abord un accroissement de couple. Dans ces 

conditions, à mesure que le couple initial se rapproche de zéro : 1^ le maximum 
de couple, a lieu pour une charge croissante^ 2^ le quotient du couple maximum 
cl du couple initial, croît. 

Le faisceau des courbes (couples, charges) que Ton tracera aisément avec le 
Tableau ci-dessus, satisfait à la condition suivante : la plus haute pour les faibles 
charges, tend à devenir la plus basse pour les fortes. 

Les résultats sont assez paradoxaux : Nous avons vu au n® 16 que, pour des 
premières torsions inférieures à i tour (soit donnant un couple inférieur à 432"), 
la perte de couple après 5o*" de surcharge est de 448 millièmes : on faisait T© = 3o". 
V^oici maintenant que sur la courbe de détorsion, pour un couple initial S^S" et 
nn arrêt T< = 1 5", une perle qui n'est plus que o , 296. Pour des couples iniliaux 
|)lus petits, il n'y a pas perle, mais gain. Ainsi la torsion ao= 10^, loin de désa- 
gréger le fil, stabilise les couples petits. 

Nous avons complété Texpérience en détordant un des fils de lo^ Le couple 
est alors de signe contraire; nous obtenons dès Tabord et indéfiniment une dé- 
croissance du couple pris en valeur absolue. 1^ stabilité du couple décroit à 
mesure que la détorsion (supposée grande) croît. 

Pour avoir une représentation continue du phénomène tout le long de la courbe 
de détorsion, on prendra pour abscisses les couples iniliaux (portés à droite ou à 
gauche suivant leur sens) et pour ordonnées les couples obtenus après une sur- 
charge donnée (portés suivant leurs signes au-dessus ou au-dessous de l'axe des 
abscisses). Chaque expérience, correspondant à une ligne de notre Tableau, four- 
nil une série de points placés sur une verticale ayant pour abscisse Tun des 
nombres de la première colonne. Chaque surcharge (ou chaque nombre de mi- 
nutes d'écoulement) sert de cote à une courbe, obtenue en joignant convenable- 
ment les points correspondants de chaque verticale. 

Toutes ces courbes forment un faisceau ayant pour courbes limites, d'une part 
la diagonale des axes (elle correspond à une surcharge nulle); de l'autre, l'axe 
des abscisses qui correspond à une surcharge telle que le couple soit partout ré- 
duit a o. Ces courbes limites passent par l'origine; toutes les autres passent au- 
dessus. En eflel, si le couple initial est nul, tous les couples résultant des sur- 
charges seront positifs. Toutes les courbes présentent une inflexion. 

Les courbes sont limitées, car : 1" l'abscisse maximd positive est déterminée par 
les conditions de rexpérience (ao, Tq, Ti); i>." Tabscisse maxima négative est la 
liinile des couples ncgalils obtenus, quand on détord indéfiniment. 

On aurait pu prendre pour abscisses les a, et non [)lus les couples initiaux. Les 
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deux courbes limites du faisceau seraient alors la courbe de détorsion elle-même 
(les couples mesurés après T| = i5™ d'arrél) et Taxe des abscisses. L^allure géné- 
rale n^esl pas modifiée : les courbes seront indéfinies dans un sens, puisque la 
détorsion ai n'est plus limitée. 

19. On reprend l'expérience du n® 16 {fig* 17). En un point d de la 
courbe bc {à azimut constant et à charge variable)^ on arrête l'écoulement. 
On détermine en fonction du temps la variation de couple de (à azimut et 
charge constants), — ao= 10*; vilesse, un tour en 21% 7; To= i5". On impose 
alors l'écoulement. Les pertes de cou|)le se font comme il est dit à la première 
ligne du Tableau du n" 17 [parcours Oabd(Jig. 17)]. Après 3o minutes d'écoule- 
ment le couple élait réduit de 1 171" à 928". On maintient alors la cliarge con- 
stante (parcours de). Voici 1rs AC dans les intervalles formés par les temps o"', 
i"», 2™, 4"', etc. 

8", /|, 5, 6, 9, II, 18, 18, 18, 18, 18 ^Ac = i33"cn 1024 minutes. 

Pour un autre fil, l'écoulement durait 4o^', le couple élait réduit de 1 182" à 780". 
Voici les AC : 

12, 5, 6, 8, 12, i5, 17, 19, 20, 20, 20 2Ac = i64"en 1024 minutes. 

Nous retrouvons donc approximativement la loi générale donnée au Cha- 
pitre VIII pour la réaclivité. Sauf dans les tous premiers instants après l'arrêt de 
l'écoulement, les diminutions de couple sont représentées en gros par l'expression 
Alog(/-+-K). 

20. Helation entre les expériences à couple constant et à azimut constant^ 
lejil ayant été ramené au couple nuL — La préparation du fil consiste en une 
torsion 7.0, un arrêt T^), le retour au couple nul |)ar une détorsion ai, un arrêt à 
ce couple T|. 

Dans une première e.rpvrience {^couple nul constant)^ on laisse le Jil se dé- 
tordre librement au couple nul et Von étudie la variation des azimuts (le 
Chapitre Vlll de ce Mémoire est plein de telles expériences). 

Dans une seconde expérience j au bout du temps T|, on maintient r azimut 
constant, le couple crott. Après un temps T', , on ramène au couple nul et l'on 
étudie la marche des azimuts à couple nul constant. 

L'expérience est représentée y?^. 18. La courbe OABC donne le résultat de la 

première expérience. La courbe OA'B'C, donne la grandeur des couples dans la 

seconde, couples évalués en détorsions du fil supposé parfaitement élastique. Au 

bout du temps Oa sous azimut constant, on détord, on ramène au couple nul : 

Fac. de T., a* S., IV. 5 l 
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comme il s*agh d'une détorsion généralement faible, la délorsion a A' mesure 
le couple, de sorle que la courbe OA'B'C'peul être Iracée trèsapproxîmaûvemenl 



Fig. 18. 



Détorsions 




oc p Temps 

sans dynamomètre. Revenu au couple nul, on laisse le fil se détordre à azîmiit 
conslanl; on décrit des courbes A' A'', B'Ii" qui admettent approximativement 
comme asymptote la courbe OABC Ainsi donc, il n'y a (\vCvlx\q perte d^ azimut 
petite dans le fait de produire la première partie du phénomène sous azitnut con- 
slanl. 

Nous avons déjà rencontré ces faits dans les Chapitres précédents : nous 
avons Irouvé pour les courbes OABC et OA'B'C'des formes tout à fait analogues. 
Nous avons reconnu que les couples a A', évalués en degrés de torsion du fîl sup- 
posé parfaitement élastique, étaient au bout du même temps plus petits que les 
détorsions aA obtenues à couple nul constant. Voir, en particulier, pour Tana- 
logie des formes, les Chapitres VU et VllI*, pour la relation a A' •< or A, voir 
Chapitre VIII, n" II. Nous verrons plus loin pourquoi nous avons jugé utile de 
reprendre et de compléter cette expérience. Voici quelques nombres pour fixer 
les idées. 

Fil étiré : ao=io'; Po=5ooP; longueur 90*^; ïo=o; T| = 5'"; a, = 1 1 36" 
comptés jusqu'à la fin du temps T|. 

Dé torsion libre. 

Premier fil : entre 5'" et jo'" v.GG entre 40'" et 80"'. 80 

Second fil » 9.60 » -y 

Movennc des détorsions libres entre 5"* ei 80'". 31*2 

Azimut constant entre 5"* et 80'". 

(1 
nétorsion a A' pour deux fils diirérenls >i i — 21 3'' 

Délorsion entre jo"' et 80'" 108 — 1 1*2'' 

Moyenne des détorsions entre V" et 80" 3:>/J 
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Ainsi la courbe OA'B' n'a pas encore rattrapé )a courbe OAB; elle est au- 
dessous; mais la difFérence est faible et diminue k mesure qu'on attend plus 
longtemps : 



342 
323 



=z I ,06. 



21. Même expérience qu'au numéro précédent. On suppose seulement que 
pendant l'arrêt soit à azimut constant soit à couple nul constant, la charge 
croit, — Pour comprendre rexpéricnce acUielle on se reportera donc au n** 8 
(détorsion sous charge variable à couple nul constant) et au n** 17 (dont un cas 
particulier peut s'énoncer : variation de couple à partir du couple nul, sous azimut 
constant, à charge variable). 

Voici rcxpériencc. I^a préparation uniforme des fils est la suivante : 

«0=10% L(,~90% To=o, Po=:5ooR, T,i=:5'". 

Première expérience. — Détorsion libre. — A partir de 5*", on charge pendant 
le temps T', à raison de laS^ par minute; on arrête la surcharge au temps T'^ -|- 5*" 
et on lit les délorsions ol\ au temps T'^ + 10™, et au temps T', -|- 45*". 

Secojnde expérience. — A partir de 5", on maintient l'azimut constant; on 
charge pendant le temps T', ; on arrête la surcharge au temps T', -f- 5™, on ramène 
au couple nul et on lit la détorsîon ol\ au temps T'^ -f- lo"*, et laissant la délorsion 
se continuer librement comme dans la première expérience, on lit la dclorsion a', 
au temps T, 4- 45'". 



m 



T'i = '>-o Expérience I 



I 1= J) 



Expérience II 

Expérience I 
Expérience H 



a\ = 5ir» 



48 î 



lOO^ 



817 
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()9.0 



ii33 



998 
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T'i = 5o Expérience I 

Expérience II 



1807 



ioj8 



Rapport 1 ,71 



9.026 



i389 
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Pour représenter CCS expériences nous pourrions construire une figure analoi^ue 
à la figure 18, niais c'est inutile. On voit (ju'il v a une perle d'azimut qui croît 
notablement à mesure que T'^ croît. I..a détorsion ne se conserve donc plus sous forme 
de couple, elle se perd en partie. Tandis que dans le numéro précédent les phéno- 
mènes pouvaient se représenter en gros par des systèmes mécaniques n'admettant 
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pas (le glissements dédinlifs enlie les pièces qui les composent., maïs quelque 
chose (l'analogue à des d(*formalions de ressorts, dans le num(jro présent, au con- 
tiaire, interviennent de tels glissements définitifs. 

11 n^y aura donc plus à nous étonner si nous rencontrons des phénomènes où le 
couple obtenu à azimut constant n'a plus aucun rapport avec la détorsion obtenue 
à couple nul constant. Nous aurons vu l'un des cas extrêmes n** 20 et le cas inter- 
médiaire n° 21. 

La comparaison des rapports des a', pour les deux intervalles consécutifs montre 
un phénomène analogue à celui qui est indiqué au numéro précédent : une tendance 
à la compensation. Mais, tandis qu'au numéro précédent il en résultait que A' A", 
B'B", . . . tendaient à devenir asymptotes à OABC, il en résulte actuellement une 
simple diminution de Técart; les courbes de détorsion dans les expériences II 
tendent à devenir asymptotes tout au plus à des courbes parallèles aux courbes de 
délorsion des expériences I. 

22. On reprend les expériences du n" 21 en mesurant effectivement les 
couples, La technique est parallèle à celle du n** 8. Torsion ao et arrêt T^ 
invariables; retour au couple nul. On maintient le couple nul, un temps T| 
variable; on charge proportionnellement au temps et Con détermine à azimut 
constant la variation du couple, — Pour que l'azimut reste en moyenne rigou- 
reusement constant, on utilise la technique expliquée page 365. 

aQ= lo', Lo= 90*^, To= o. On donne en secondes les temps successifs néces- 
saires pour que le couple croisse d'une quantité invariable U : la surcharge par 
minute est de i23k, par seconde de a^, o5. ai = 1 147**> Po = 5oo^. 

Ti = 5""... A/ = 200 -> 260 V.83 295 3oO 3 12 3'2i 33o 

10'"... 320 ^ 3o4 299 3o4 3o8 3io 3i5 38o 

2"... 660^390 35o 323 .309 3i3 36o 

i3»'... 870^122 358 321 306 3i2 

' fil 

Le quotient -^ est à peu près constant sur une partie de la courbe C, P. Mais 

cette courbe s'arrondit très vite pour des charges voisines de SSoo^, passe par un 
maximum (A^ y serait infini) et s'abaisse avant que la charge atteigne 6''^. 

On voit aussi que le fait de laisser le (il se détordre à couple nul, avant de com- 
mencer les surcharges à azimut constant, diminue le couple qu'il est possible 
d'obtenir à l'aide de la surcharge. 

Le couple U correspond à une torsion de 6 ', 2 (soit ^4 douzièmes) du fil supposé 
parfaitement élastique. Ainsi pour Ti = 10'" et une surcharge correspondant à 

25 'jo''^^ 4'^'"2o''--i: 59.006 environ, 
le couple obtenu correspond à un peu moins de 5o". Si l'on admettait que la courbe 
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de délorsîon fût parfaitement rectiligne, le couple obtenu serait au couple au 
moment de la détorsion, comme 5o l 1 147 = o,o44* " est à la vérité un peu plus 
grand : i" parce que le couple maximum pour Tj = lo"* est un peu plus de 8U, 
et 2*^ que, la courbe de détorsion n^élant pas rectiligne, le couple au bout de la 
torsion correspond à un angle < 1 147**« 

Il est important de savoir comment varieraient les délorsions sous couple nul 
dans les conditions de l'expérience précédente, c'esl-à-dire avec la même prépa- 
ration invariable ao= lo*, Po= 5oos, To= o et des arrêts variables T| . Pour faire 
aisément les comparaisons, on calculera le nombie de secondes nécessaires pour 
détordre de 6", 2, soit à peu près l'angle auquel correspond, sur le fil supposé par- 
faitement élastique, l'unité arbitraire de couple U. Le Tableau donne en dou- 
zièmes de degré les détorsions observées Aa' de 5 en 5 minutes, soit pour 3oo* : le 
temps àt en secondes employé moyennement pour détordre de l'angle correspon- 
dant à U, est 22200: Aa' c'est-à-dire (74 X 3oo) : Aa', il est indiqué dans la 
seconde ligne. 

T,= j"-. Aa'= i39'' i2'2 119 124 i35 i43 i54 184 218 285 

àt = 159» -> 182 187 179 164 i55 144 121 102 78 

T, = io'". Aa'= 89** io5 112 12a 127 144 161 i85 224 290 

A/ = 261' -<- 211 198 182 175 i54 i38 120 99 76 

Ti=i5''. Aa'= 12** 34 56 71 94 ii3 i32 1G9 216 3oo 

A^=i85o ^653 397 3i3 236 ig6 168 i3i io3 74 

Voici maintenant les pertes A/> dans les intervalles 5'" à 10", 10" à 20"*, etc., 
comptées à partir du retour au couple nul : 

A/? = 94, 89, 84, 80, 76, 70, 64. 

Calculons p -{- ctf (voir n" 8) pour les trois expériences précédentes. Nous 
trouvons : 

Ti= 5" 2Aa=i623 /i = o /> h- a = 1623 

T, = 10"™ a'=i559 P = 9i />-ha'=i653 

Ti = i5'* «'=1197 /i = 58o /> -H a' =1777 

Ces résultats sont conformes aux règles énoncées au n** 8. 

De la comparaison des temps A^ des deux Tableaux précédents on peut déduire 
les règles suivantes : 

i'' Pour les grandes surcharges, le couple à azimut constant passe par un 
maximum et décroît; la détorsion à couple nul se fait toujours avec une rapidité 
croissante. C'est la conclusion du n** 21, énoncée avec plus de précision : il y a des 
glissements déHnitifs qui ne produisent pas de couples. 

2^ Lorsque T| est petit, les A/ commencent par crottre, qu'ils correspondent à 
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la courbe (CP) ou à la courbe (a'P). Ils décroissent au contraire dès le début, 
lorsque la valeur de ï| est assez grande. 

3" Il y a toujours perte d^azimut; les A/ du second Tableau sont toujours plus 
petits que les A^ correspondants du premier. 

Même expérience. — On prend comme paramètre variable l'angle de torsion «o» 

On a uniformément : To= o, T| — lo"", Po= 5oo*. 

I o t 

«o = '^. 3ti = 09.0 0)5 08o 

5 102O Myi 35i 3Cr 3;i 889 43i 

10 1 1 Î7 3io 3o4 299 304 3o8 3 10 3i5 38o 

20 1188 3i'i 279 274 '-^09 270 269 9.70 '^77 3oi 

Appelons Co le couple à rexlrémilé de la torsion, C/« le couple maximum 
obtenu. Pour '/io', par exemple, on a 

C,;i>9,5U, 

C,„ correspond à peu près à Go"^ de torsion du fil supposé parfaitement élastique. 
Le couple Cq correspond à un peu moins de 1 188". 

Le rapport -^ > d'abord nul pour ao = o, croît quand t.^ croît et atteint rapide- 

ment une valeur limile. Cette valeur limite ne doit pas dépasser les o,o() du 
couple ('0 limite. La dllficulté (pie nous avons rencontrée ici consiste en ce que 
notre dynanomètre, ré|^lé pour de petits couples, ne peut pas mesurer des 
couples i5 à 20 fois plus grands. Aussi nous contentons -nous d*indiquer le ré- 
sultat qualitatif sans donner des valeurs numériques. 

23. Fil tordu de ao; arrêt ï^, retour au couple nul; maintenu un temps T' 
au couple nul : c'est la préparation uniforme. On maintient un temps T' à 
azimut constant sous charge constante, puis on impose une surcharrre nui 

croît proportionnellement au temps. Le paramètre varialde est 1^". ()n 

donne, dans le Tableau suivant, les couples C| obtenus pendant le temps T* ù 
azimut et charge constanls; puis le couple C,,/ maximum donné en unités arbi- 
traires U; a,,^^ 10', To=-^ o, 1*0 -= 5o()S, T, = 10'", a', =: i i4i'* en mojenne : 

t; ()'" 4o'" 21 4"' 14" 

Cl o" 94" 167" 199" 

C/„ i<)()" 407." j I >" 39G" Moyenne 'qj« 

Quand T'[ croit, C| croit d'abord très vite, puis lentement (ro//* 20 V C , au 
contraire, semble varier fort peu ; on peut mettre sur le compte des erreurs d'expé- 
rience la diflerence inférieure à -Ar entre les nombres obtenus. 
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C„/ dépend évidemment de la longueur du temps T'^ pendant lequel on laisse 
le fil se détordre librement au couple nul, avant de fixer son azimut pour la suite 
de l'expérience. Les expériences du n"22 rentrent dans les expériences actuelles : 
il suffit de faire égal à o le temps T'J pendant lequel le fil est maintenu sous charge 
et azimut constants. 

FIL RECUIT. 

24. Fil tordu, détordu, allongé au couple nul sous une charge croissant 
proportionnellement au temps, — On inscrit simultanément les détorsions a' 
pendant les allbngemenls /. Le fil a toujours o™°*,545 de diamètre : on trouvera. 
Chapitre Vlll, page 227, les concordances numériques. On ne pousse pas les 
allongements plus loin que 25 pour 100; les phénomènes ne sont, d'ailleurs, 
intéressants que pour les petits allongements. 

La figure 19 donne le résultat général de l'expérience; on prend pour abscisses 



Fig. 19- 
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les charges et pour ordonnées les délorsions. Le mouvement se fait d'abord dans 

le sens de la précédente détorsion; les délorsions sont portées vers le haut. Pour 

da.' 
une certaine charge, la vitesse de détorsion -y- s'annule, puis change de signe. La 

figure 7.0 donne le résultat des expériences en prenant pour abscisses les allonge- 
ments. Passons en revue les propriétés remarquables de ces courbes. 

Détorsion a, pour revenir au couple nul, — Nous avons étudié, dans les Cha- 
pitres précédents, la loi qui relie «i à la torsion a^. Nous savons que ai croît 
d'abord proportionnellement à ao, puis de moins en moins vite, et tend vers une 
limite quand ao croît indéfiniment. 
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Réactwité p au couple nul, — H y a réaclivité pendant le fcemps T, qui 
s*écoule entre le retour au couple nul et le commencement des surcliarges. Mais 
ces réactivitës sont beaucoup pins faibles pour les fils recuits que pour les 
(ils étires et non recuits. A.ussitôt, avant le commencement de la surcharge, 



Fig. 20. 
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on détermine la position de Tindex : c'est à partir de cetle position que sont 
comptés les déplacements azimutaux ultérieurs a'. Les a' commencent dans le sens 
de la détorsion ai (par conséquent dans le sens de la réactivité), passent par un 
maximum a,,,, puis décroissent. 

Début des courbes représentant t! en fonction de la charge P et de rallon- 
gement l (yçywjig. 19). — Pour a'= o, on a -7^ = o approximativement. L'in- 
clinaison initiale est donc faible; il est naturellement impossible d'affirmer que 
les courbes sont à l'origine tangentes à Taxe des abscisses. 

Comparons aux résultats donnés an n" 8 pour des fils étirés. A mesure que T| 
devient plus grand, c'est-à-dire qu'on se débarrasse davantage de la réactivité (qui 
intervient beaucouj) pour les fils non recuits), la courbe (a'P) représentée en 
ad^ ad\ a! d\ ... {Jig, 7) tend vers la forme parabolique a'=aP='. Pour les 
fils recuits, la réactivilé intervient à peine; il n'j aurait donc aucune contradiction 

à poser rigoureusement 

doC 

= 0, 



^/P 



au début des surcharges. 
On a de toute manière 



doi' dTJ ^ dl 

"dT ~dV' TtV 
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Cherchons les conséquences de celte expression, dans Tinlervalle des charges et 
(les allongements pour lequel le fil est à peu près parfaitcnricnt élastique. Admet- 
ions que la charge nécessaire pour allonger de sa propre longueur le fil de cuivre, 
supposé parfaitement élastique, soit de 1 1 ooo^^ par millimèlrc carré. Ce nombre 
est choisi uniquement pour indiquer un ordre de grandeur. Le fil dont nous 
nous servons ayant o™"*', 233 de section, il faut environ 2*'8,6 pour allonger T" 
de i"" et environ i3oo8 pour allonger de i™" le fil en expérience qui a 2"* dv 
longueur. Si donc on représente les variations de a' en ordonnées, en choisissant 
pour les abscisses une échelle telle que 1"™ et i3oo* soient représentés par la 
même longueur, dans tout Tinlervalle où le fil est à peu près parfaitement élas- 
tique, on aura 



dl 



d^ 
dP ' 



les courbes seront identiques. Comme on peut toujours considérer, dans un inter- 
valle suffisamment petit, le fil comme parfaitement élastique, tout ce que nous 
avons dit de la valeur initiale de Tun des quotients s'applique à Tautre. On a 
représenté (/ig. 20) l'ensemble des courbes (olU) et (Jig» 21) la partie initiale, 
on supposant à la tangente initiale une valeur non nulle. 



Fig. a». 



Oétorsions 



Allongements 



Pour les expériences qui ont fourni les courbes, on a : To=o; vitesse de 

dP 

torsion et de détorsion, un tour en 17', 4; T| = io'"; -7-= 1 25 grammes-minutes. 

En montant sur une verticale, on rencontre successivement (Jig, 19) les 
courbes qui correspondent à des torsions préparatoires a^ décroissantes, torsions 
indiquées comme numéros des courbes et évaluées en tours. 

Passons aux figures 20 et 21, représentant les courbes (a', /). Un allongement de 
Fac. de T., 1* S., IV. 02 
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5 pour loo, sur un fil de 2*", correspond à loo*". Nous avons vu que si le fil élail 
parfailement élastique, la longueur représentalîve de loo"" devrait être égale à la 
longueur représentative de iSo''"*. On comprend donc que, envisagées de ce point 
de vue, les courbes ao sont à une échelle toute dinerenle. On ne s^étonnera donc 
pas (|uc, malgré ce que nous avons démontré tout à Tlieure, les courbes à leur 
début se présentent dans un ordre inverse : en montant le long d'une verticale, 
on rencontre successivement les courbes qui correspondent à des a^ croissants. 
Le début des courbes (a'/) correspond aux premières déformations permanentes, 
le début des courbes (a'f^) correspond aux déformations presque parfaitement 
élastiques. 

Partie terminale des courbes (a', /) (Jig» 20). — Elles sont rectilîgnes. II y a 

dx' 
donc lieu de chercher comment varie le -jr limite en fonction de a©. On a repré- 
senté (courbe \\\^ Jig, 22) le résultat d'une série d^ expériences. La valeur du 



Fiïî. 1'^. 




100 Tours 



dot! 



(|uoticnt limite —rj croît d'abord vite, quand a© croît, puis de plus en plus lenle- 



dl 



ukmU. 



.V. //. — Parfois, après une longue partie terminale rectilignc, la courbe (a', /) 
se redresse et tend vers riiorizonlale. Mais ce phénomène arrive pour de grands 
allongements, pour lesquels il est bien difficile que le fil reste homogène. 



(inindcur du maximum a'„^ en fonction de %o (courbe I,/ig. 22). — a croît 
d'abord (|uand a^, croît, passe par un maximum, puis décroît lentement. 
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Posilion du maximum aL^^, — En fonclion des charges (courbe I^, Jiff» 22) : 
la charge Pm du maximum croît quand ao croît. 

Kn fonction des allongements {^a^fig' 22) : l'allongement Im décroît quand a^, 
croîl. 

Quelle est la position du maximum, quand ao = o? L'allongement ne provoque 
aucune délorsion, donc il n'^ a pas de maximum. Mais on peut chercher quelle 
serait la limite des positions de ce maximum. Il est impossible de rien prouver 
expérimentalement; il paraît toutefois rationnel de faire coïncider celte limite 
avec Torigine. S*il en est ainsi, il faut que les courbes 1^. et !« s'infléchissent comme 
rindique la figure. Si cet arrondissement existe, il ne se produit que pour de très 
pelites valeurs de ag. 

Points d^ inflexion des courbes (a', P) {flg* 19). — Quoique immédiatement 
donnés par Texpérience, leur détermination est très incertaine. 

La valeur maxima de -nr ou de — r-> ce qui revient au même, croît extrêmement 

aV cit * 

(|uand riQ croîl, passe par un maximum, puis décroît lentement. L'existence de ce 

maximum n'est pas pour nous étonner, puisque a^,^ passe lui-même par un maxi • 

mum, et que, de plus, a^,, correspond à une charge qui croît quand a^ croît. De 

sorte que, pour ces deux raisons, la droite qui va de l'origine au sommet des 

courbes {flg^ 19) s'abaisse assez rapidement vers l'horizontale, à partir d'un ao 

assez grand. 

En fonction de /, Tinflexion des courbes (19) se produit pour des / qui croissent 

cpiand a^ croît. Ces allongements restent d'ailleurs toujours très petits^ ainsi, dans 

une expérience où a^^ 100', on avait pour l'inflexion 

d'oL' . _ 

-— ji=0, /rz:0,8 pour I OO. 

On verra plus loin, quand nous parlerons des couples produits par allongement 
à azimut constant (à partir du couple nul), la raison de l'intérêt que nous portons 

aux points d'inflexion ,^- = o et —rrr = o* 
^ dp* dl* 

Points d* inflexion des courbes (a', /) (flff- 20). — Les éléments de ces points 
d'inflexion sont impossibles à déterminer exactement. Ils semblent se produire 
pour des charges et des allongémenls qui croissent quand ao croît; ce sont les 
mêmes régies que dans le cas précédent, au moins quant aux positions. Mais les 
inflexions des courbes 20 se produisent pour des charges plus petites que celles 
qui correspondent aux inflexions des courbes 19^ et pour des allongements beau- 
coup plus petits, comme il ressort immédiatement de la forme des courbes (P, /). 
Ainsi, quand l'inflexion, dans l'expérience citée, se fait sur la courbe 19 pour 
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/=: 0,8 pour 100, elle se fait sur ao pour un allongement cinq fois moindre. D^où 
Textréine difficulté expérimentale de la question. 

Il semble que les tangentes dMnflexion -71 croissentcontinûment quand ao croît: 

elles ne présenteraient pas le maximum trouvé pour les tangentes d'inflexion ^* 

Il se pose, à propos de ces tangentes d^inflexion, un problème capital. L'allon- 
gement tolal se compose de deux parties : Tun, /|, est la déformation purement 
élastique qui entraîne une détorsion t!' ^ ainsi que le prouvent les expériences sur 
les (ils étirés; l'autre, I2, est la déformation permanente qui entraîne une détor- 
sion a'". On a 

dex." 
11 esl probable {voir n°8) que -rj- croît d^une manière continue quand /| croit : 

nous ne savons rien de la manière dont varie a!" en fonction de /f. Quant aux 
variations relatives de 1% et de /2, nous savons qu'au début c'est /| qui l'em- 
porte, mais que bientôt l^ prédomine : rallongement est alors en presque tola- 

doL" 
lité permanent. Il n'y a aucune contradiction à supposer que -jr- a sa valeur 

inuxinia pour 1-2=0 et ne fait ensuite que décroître. Cela ne veut pas dire que 

dx . , 

— a son maximum dès que la déformation devient permanente en partie; parce 

que, au début des déformations permanentes, c'est encore la déformation pure- 
ment élastique qui l'emporte; l'autre n'intervient dans l'allongement total / que 
pour une faible partie. 

On explique facilement ainsi comment tout ce qui rend le fil plus parfaitement 
élastique recule, vers les chargés et les allongements totaux plus grands, la posi- 

d' ex, 
lion de la tangente d'inflexion -rj^» Ainsi, quand a© croît, le fil devient à peu près 

parfaitement élastique pour un intervalle de charges et d'allongements plus grand : 
la position de la tangente d'inflexion se trouve reculée. 

25. Variation des phénomènes avec les circonstances de la torsion et de 
l'allongement : 

A. aQ = 5o' (un tour en i ^% 4) î Tq = o. 

T| était égal soit à 10™, soit à 1000™. Voici les résultats : 

Le maximum a^„ est placé à peu près de môme que T| ait l'une ou Tautre 
valeur. Il est un peu plus petit quand T| = iooo™ que lorsque T|== 10™. I^ diffé- 
rence n'est cependant que de ~y de a),^ moyen. L'influence du temps d'arrêt T| au 
couple nul avant rétablissement de la surcharge, secondaire sur la première partie 
de la courbe, est nulle sur Tinclinaison de la partie rcctilignc finale. 



SUR LES GOURDES DE DÉFORMATION DES FILS. 4^9 

On comparera avec ce qui esl dît au 0*^8 pour les fils élîrés non recuits. 

B. ao=5oS T, = io"». 

Tq était égal soit à o, soit à 1000". Les résultats obtenus sont à peu près iden^ 
tiques pour les deux cas. 

Pour les expériences où To=o, ai=:5oo"; pour celles où To=iooo"', 
a, = 396". Si Ton s'étonne que, pour certains phénomènes, une lelle différence 
n'ait aucune influence, on se reportera à ce qui est dit (Cliap. VII, n° 5) sur 
la non-inlluence approchée de Tarrèt Tq sur la forme de la courbe de détorsion. 

Dans la comparaison avec ce qui est dit aux n" 8 et 9, on n'oubliera pas que, 
pour les fils recuits, la réaclivilé est très faible (Chap. VIII, n** 10). 

Exemple, — Fil recuit allongé de 2,93 pour 100 dans une opération préalable, 
ao^ 21'. On attend Tq avant de détordre; on ramène au couple nul; on mesure 
les réaclivités ^p en douzièmes de degré dans Tinlervalle 5™-i5™, compté à 
partir du couple nul. On fait alors varier la charge à raison de 123^ par minute. 
On donne les a' entre o et 10"*, a" entre 10"* et 20"*. 

To=o A/? = 2« a'=2ii'» «"=71" a;„ = r20* 

Rapport, i,7J Rapport, i,og 

To = ?- A*' 30*" . ,19 2A9 70* 500** 

Ainsi l'influence de la réactivilé se fait sentir au début, après 10" de charge, 
soit pour une surcharge de laSoR. Elle est insensible pour 20™, soit pour une 
surcharge de 2^608. Au contraire, le maximum est plus petit quand Tq est plus 
grand. La raison de ce résultat se trouve probablement dans ce qui est dit au 
n'* 31 sur l'influence des petits allongements. 

C. Les phénomènes sout indépendants de la grandeur de la vitesse d'écoule- 

jucnt -j-y supposée conslantc tout le long de l'expérience. Nous savons déjà 
(Chap. III, p. 359) qu'à froid la relation entre P et / ne dépend pas de la vitesse 
—r-y pourvu, bien entendu, que celle-ci reste constante tout le long de Texpé- 
ricnce. 



26. Fil tordu, détordu jusqu^au couple nul; maintenu à ce couple au 
temps T, ; maintenu à azimut constant pendant une partie de Rallongement 
jusqu'au système (Pq, /q)) ramené au couple nul, puis allongé définitivement 
sous ce couple. [Le système (Po»'o) sert de paramètre variable.] — En somme, 
celte expérience se compose di» deux parties : le commencement de l'allongement 
•à a/J.nut constant (et, par conséquent, comme nous le verrons, à couple variable), 
|>uis le reste de l'allongement à couple constant nul et, par conséquent, à azimut 
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variable. Si singiilirrc que puisse paraître Tidée de réaliser une expérience aussi 
compliquée, nous verrons au n** 27 que Ton éiail rationnellement amené à 
rexéculer. 

Voici les livpothèses les plus simples auxquelles il faul comparer rexpérîence : 

I. La loi reliant P el / reste la même : r* si Tazimut est constant ; 2** si le couple 
est constant (nul, par exemple); ou enfin 3® (cas intermédiaires) si Tazimul esl 
constant au début de rallongement et le couple constant (nul) à la fin. Si les cas 
extrêmes donnent les mêmes résultats, il est ù peu près certain a priori qu'il en 
sera de même des cas intermédiaires. 

Il semble que ce ne soit pas tout à fait vrai et que rallongement soit un peu 
plus grand à azimut constant qu'à couple nul. il est difficile d^ailleurs de raltaclier 
ce résultat à Fun de ceux précédemment obteuus. Nous avons bien montré 
(Chap. IV, n*^ 23) que sous couple constant non nul, pour une charge donnée, 
rallongement est un peu moindre que si le couple est maintenu nul. Mais il y a 
loin de cette expérience, où la dissjmétrie initiale était faible, à rexpérîence 
actuelle. (Jutrecela, quand Tazimut est maintenu constant, le couple, dans Texpé- 
rience actuelle, est variable et suivant une loi compliquée. De toute manière, il s'en 
faut de peu que l'hvpo thèse soit vérifiée. 

II. LMiypolhèse I étant vérifiée, on peut admettre que, dans rallongement à 
couple nul, on utilise des fragments d'uue courbe unique. Voici ce que cela veut 
dire : 

On décrit d'abord la courbe a = 'f (I^), le cou|)Ie étant maintenu nul dès le 
début. 

Pour un second fil, on maintient Tazimut constant jusqu'à la charge Pq. On 
rajurne alors au couple nul; il y a, pendant cette opération, une petite déior- 
sion t!' qui mesure sensiblement le couple obtenu (voir, Chapitre VII, la forme 
des courbes de délorsion). 

On continue à augmenter la charge; il se produit des délorsions a'". Nous 
admettrons qu'on a sensiblement 

L'expression est valable seulement pour P >► Po, et la fonction cp est indépendante 
de P„. 

Il ne faudrait pas croire, par analogie avec les phénomènes étudiés aux n**" 20 et 
21, que l'on ait même approximativement 

<x' =^ y." -h oi'^ y X =1 o(V^), 

Lu délorsion '^(Py) ne s'est pas conservée sous l'orme de couple. Comme nous 
allons le voir, il ny a plus aucun raj)port direct entre la détorsion 'f (Po) à couple 
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nul constant et le couple produit par la surcharge à aximiil < 
mesuré sensiblement par a". C'est la relation entre ces deii\ c[iii 
allons clierciier. 






27 Fil lordu, détordu jusqu'au couple nul, puis allongé à azimul con- 
stant. Etude des couples. — L'eipi'rience montre imméiliaieinenl qu'entre le 
couple produit (mesuré si l'on veut pur d") et la délorsîon "f (f») que donnerait 
rexpi?rieni:e A couple nul conslanl, il n'y a pas à clierciier une relation en termes 
Unis. Les déformaltons produites par la siiicliarge n'ont plus aucun rapport avec 
les dcTormations purement élastiques d'un ressort, qui se présentent sous former 
de couples et qu'on peut retrouver sous forme de délorsions â peu prt's propor- 
tionnelles aux couples {voir n^SUctSI). Au contraire, il se produit ici des glis- 
sements Jélinitirs, qui sont accompagnés à aximut constaut d'un couple, mesurant 
à cliaquc inslunt, non plus la somme des dëfortnations antérieures, maïs quelque 
chose comme la vitessede déroruialion actuelle. Une comparaison fera comprendre 
de quoi il est actuellement question. 

Une plume est emportée |iar le vent avec une vitesse constante : ponr la main- 
tenir arrêtée, une force constante est nécessaire. Il n'existe aucun rapport immé- 
diat entre le chemin total déjà parcouru et la force à l'ïnslant considéré. De même, 
il n'existera probablement aucune relation entre le couple C à chaque instant et 
la délor&ioD totale a'. C'est entre les varialions ist' et le couple que doit vraisem- 
blablement exister un lien. 

Alors se présentent deux hvpo thèses égalcmcut séduisantes. Nous pouvons poser 



(i) 



ement C — A^p J. 



C ^/(rf^) (aiiproximativ 

*■ ^^\i) (^"PPi-nsimativement C - A ^^ j 



'x A serait une constante. Cheicho 



■ qui découlerait des hjpotlii'si 



llypothi'se i (Jig. 19). — Le couple d'abord nul croit, passe par urt maximum 
(pour le point d'inllcxion), décroît, s'annule (pour a^„), puis croît dans le sens 
opposé, sans qu'on puisse prévoir de. limite. 

Hypothèse 2 {J'g- ^i)- — Le couple, dont la valeur initiale reste indécise, 
croit, passe par un maximum (pour le point d'inflexion), décroît, s'annule 
(pour "■',„), croît dans le sens opposé et tend vers une asymptote horixonlale. 
D'après le A'. B. de la page ,juG, n" 'iA, il finirait même par décroître vers zéro. 

Qu'on regarde maintenant la figure 33, qni donne en I la courbe des couples 
(portés en ordonnées) en fonction des charges (abscisses) et en II la courbe des 
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méincs couples rapportés aux allongements (abscisses). C'est évidemment 
riivpolhèse 2 qui est vérififfe, au moins approximativement. Il existe bien une 
asymptote horizontale et même, pour de très grands allongements, le couple 
décroît. 

Voici une autre raison d*écarler rhvpothèse i. Nous avons dît que a' est 
indépendant de la vitesse d^écoulement (supposée constante) (n^ 23, C). Par 
conséquent, dans Thypothèse i, le couple serait proportionnel à cette vitesse. 
L'expérience montre qiiil en est indépendant. 

Avant de procéder à une comparaison plus approfondie, écartons une objec- 
tion. Les couples C sont fournis par une expérience, les détorsions a^ par une 



Fig. 23, 



Couplée. 




autre effectuée avec un (il différent, bien entendu, mais aussi dans des conditions 
dillérentes. Est-il raisonnable de chercher à relier les résultais de ces expé- 
riences. C'est précisément pour répondre à celle objection que nous avons fait 
les expériences du n° 26. Si les hypothèses qui y sont énoncées sont rigoureuse- 
ment satisfaites, nous avons le droit de comparer les deux séries d'expériences, 
puisque, si Ton passait brusquement de rallongement à azimut constant à ral- 
longement à azimut variable et à couple nul, la loi de détorsion serait la même 
que si le couple était resté constamment nul. De toute manière, alors même que 
les hypothèses ne sont pas rigoureusement satisfaites, cette comparaison peut 
suggérer une règle générale suivant laquelle se produiraient les couples dans un 
grand nombre de cas. 
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28. Étude de l^ hypothèse 2. Position du couple maximum C^,,. — C;,, coïn- 
cidera avec rindexion des courbes de Ja figure 20, donnant a' en fonction de /. 
Nous avons dit combien sont mal dëterniinées les positions de ces inflexions. 
Il semble toutefois certain que C^ se produit pour une charge et un allongement 
plus grands que ceux qui correspondent à l'inflexion des courbes de la figure 20. 
Il est non moins certain que Cm se produit pour une charge et un allongement 
plus petits que ceux qui correspondent à Tinflexion des courbes de la figure 19. 

Grandeur du couple maximum Cm» — Cm croît avec ao, d'abord très vite, 
puis de plus en plus lentement. Voici le résultat d'une série sur un fil très recuit : 



ao 3' 

a. .. 180" 

Cm 47»" 

>— 0,1 15 

^0 



10' 


5o^ 


100* 


257" 


5iV 


718» 


779" 


i3G8" 


1730" 



0,1 33 



0,114 



o, io5 



C 

Voici comment a été calculé le rapport -r^y où C© représente le couple au mo- 

ment de la dctorsion. 

Une torsion de 90** sur le fil non allongé et supposé parfaitement élastique pro- 
duit un couple de 2o5o*^. Si l'on admet que la courbe de détorsion est parfaite- 
ment recliligne (ce qui est d'ailleurs assez grossièrement inexact), il est possible 
de calculer, à l'aide des ai, le couple Cq au moment où l'on commence à détordre. 

Sans prendre les y'" pour autre chose qu'une indication d'ordre de grandeur, on 

Lo 

voit que ce rapport est remarquablement grand : on peut obtenir, par allonge- 
ment, un couple qui est plus du dixième du couple obtenu par torsion. 

Ces expériences méritaient d'être reprises systématiquement. 

Dans les séries suivantes, on mesure directement Cq. Les conditions sont uni- 
formément les suivantes : 

On tord de ao, on attend To= i5™; on prend la valeur du couple Co après îo"* 
d'arrêt. On détord, on mesure ai jusqu'à l'azimut atteint 5™ après le retour au 
couple nul. Après le temps total T| = i5" à partir du retour au couple nul, on 
allonge à raison d'une surcharge de 123^ par minute. 

ao q} 5* 10' 20* 5o* 

Go 821" 944" ïioo' i438" aigS- 

«1 13-2'' iG5° •204*' 268' 429" 

— 6,26 5,72 5,41 5,37 5,11 

C,;i 62« 86" m" i6i» 2i5» 

Q 

-^ 0,075 0,091 0,101 0,112 0,098 

ViO 

Fac. de 7'., 2- S., IV. 53 
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Les variations du rapport -^ montrent que la courbe de détorsîon n'est pas 

C 

recliligne, mais s'infléchît {voir Chap. Vil, n** 2, 3"). Le rapport -^> probable- 

ment nul pour ao= o, croît d'abord très vite quand ao croit, passe par un maxi- 
mum, puis décroît. Pour le maximum, l'ordre de grandeur pour un fil bien recuit 
est supérieur à un dixième. 

Autre fil plus recuit que le précédent {à la même température, 
mais avec une vitesse de passage m,oindre ). 

ao lo' 10^ 5o* 

Go ioi5" i33o" 2076* 

«1 186° 25o° 399** 

Q 

7^ 0,090 0,094 0,094 

La comparaison numérique des couples C^ et des valeurs --7^ au point d'in- 
flexion serait illusoire, vu l'incertitude des valeurs de ce quotient. Il est d^ailleurs 
probable que l'hypothèse 2 n'est qu'approchée. 

Position du couple nul. — Il doit se produire, d'après l'hypothèse, pour une. 
charge et un allongement qui donneraient a^, dans l'expérience à couple nul. 
La difl'érence est certainement petite. On constate cependant un retard du couple 
nul sur la détorsion maxima. Ce couple nul a lieu pour une charge et un allon- 
gement un peu plus grands. 

Nous insistons sur ce fait qu'il n'y a aucun rapport direct entre le couple 
maximum C^ et la détorsion maxima a^^. Non seulement ils ne se produisent pas 
pour les mêmes charges, mais ils ne sont pas du même ordre de grandeur. 
Reprenons, par exemple, l'expérience de la page 4^3 pour ao= 20'; nous avons 
trouvé 

C;„=l6l«. 

Pour obtenir ce couple, il faudrait, sur le même (il supposé parfaitement élas- 
tique, une torsion inférieure à 3o°; or, on a trouvé, par une expérience directe, 

«^^=299°, soit 10 fois plus. 

d(x! 
Grandeur du couple limite. — La relation C = ^--tt se vérifie très exacte- 
ment, surtout pour de grandes valeurs de ao. Si la courbe a' en fonction de l 
présente, après sa partie recliligne, un infléchissement vers l'horizontale, le 
couple doit passer par un minimum et tendre définitivement vers zéro. C'est 
cfleclivement ce qui se produit. 
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Remarque sur l'hypothèse précédente. — Si séduisante qu'elle soit, elle est 
t'îvi déminent incomplète pour le début du phénomène. Nous savons en effet, par 
les n"' 20 et 21, qu'elle serait absolument inexacte pour des fils étirés, tant que 
rallongement permanent est pelil ou qu'il est purement élastique. Le couple 
produit à azimut constant par une surcharge et la détorsion observée à couple 
nul constant sont à peu près proportionnels. Ces faits suffisent à expliquer 
pourquoi le couple Cm se produit pour une charge et un allongement plus grands 
que ceux qui correspondent à l'inflexion des courbes de la figure 20, même en 
admettant l'hypothèse 2 {voir n° 24, à la fin). 

29. Fil tordu de clq tours à droite, de a^ à gauche; ramené au couple nul, 
puis allongé sous ce couple. — Nous avons étudié les courbes donnant / en 
fonction de P dans les conditions ci-dessus énoncées (Chap. V, p. 62 et 19); 
ao est pris constant et ol^ sert de paramètre variable. Nous avons vérifié les 
résultats énoncés, nous n'j reviendrons pas. 

Cherchons quelles sont les détorsions cl' au couple nul pendant l'allongement; 
les résultats sont résumés dans la figure 2^. 



Fig. 24. 
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«0=50*; To=T'^=o; T, = 10" (c'est l'arrêt au couple nul avant l'allonge- 
ment); ajj = o, 5, 10, 3o, 5o tours. Les détorsions a' sont données en degrés; 
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elles sont comptées positivement quand le déplacement se produit dans le sens de 
la première détorsion ou, si Ton veut, dans le sens de la torsion a^. 

Début des détorsions a'. — Au début de la surcharge, le déplacement se fait 
toujours dans le sens de la dernière détorsion. Il ne se produit donc vers le liant 
que pour la première courbe marquée o (a^ = o). La démonstration expéri- 
mentale est évidemment impossible si a'^, est une fraction de tour. Pour «0= 5% 
on a déjà un déplacement de 4** vers le bas. Nous n'avons pas donné cette courbe 
pour ne pas surcharger la figure. 

Maximum ou minimum, — La courbe aJ,= o présente le maximiinri ordi- 
naire. Les courbes aj^ = 5*, a ^ = lo^ en présentent un à peu près pour le même 
allongement. Toujours à peu près pour le même allongement, la courbe a'^^ = 3o^ 
présente une inflexion; enfin, pour a'jj= 5o', il y a un minimum. Sî Ton porte en 
abscisses les a^, et en ordonnées les a^,, on obtient une courbe continue, rapide- 
ment décroissante au voisinage de a'^ = o et presque hocizontale pour a^ = 5o^ 
Les maxima ou minima se font, dans la série dont nous rapportons les résultats, 
pour un allongement de 4^3 pour loo, soit relativement petit. 

Parties terminales rectilignes, — Les parties terminales sont encore à peu 
près rectilignes, comme pour a'^ = o. D*abord inclinées vers le bas, elles fînissent 

par être inclinées vers le haut. 

doi' 
Prenons les a'^ pour abscisses et les --jj limites pour ordonnées; nous obtenons 

une courbe à peu près recliligne. Toutefois, la courbe indique une variation v\n 
peu plus rapide pour a'^, voisin de o et un peu plus lente pour a'^ voisin de 5o*. 
Ce résultat élait facile à prévoir d'après ce qui est dit au n° 24. Si, en effet, a^ croît 
beaucoup au delà de 5o tours, l'influence de ao = 5o' doit aller en s'afTaiblissant, 
et nous devons retomber sur les règles énoncées pour une torsion et une détorsion. 

30. Torsions et dé tors ions alternées en progression arithmétique décrois- 
santé {fig* 25). — Le nombre a étant quelconque, p étant un nombre de tours, 
on tord de ap dans un sens, de a{p — i) en sens contraire, de a{p — 2) dans le 
premier sens.... Ces torsions faites, on ramène au couple nul et, après un certain 
temps, on allonge. Nous obtenons ainsi deux séries de courbes donnant oJ en 
fonction de / {^fig» ^5) : chaque courbe correspond, comme toujours, à un fil dif- 
férent. Elles se divisent en deux séries : la série impaire (courbes i, 3, ...) 
correspond à un nombre impair de torsions ou de détorsions; la série paire 
(courbes 2, 4? •••) correspond à un nombre pair. 

Nous appellerons m le numéro d'ordre. 

La figure 25 représente les résultats pour a = 10, p=.^'^ la torsion initiale 
ao = «/? = 5o^ La série impaire correspond donc (i) à une torsion de 5o*; 
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(3) à une torsion de 5oS une délorsion de 4oS une lorsion de 3o*; (5) à une tor- 
sion de 5o^, . . ., une torsion de 10*. La sérîe paire correspond (2) à une lorsion 
de 5o^, une détorsion de 4o'; (4) à une torsion de 5o', . . ., une détorsion de 20'. 



Fig. 25. 



Détorsions 



500. 



4^00. 




Après quoi on ramène au couple nul. Les arrêts au bout des torsions sont nuls; 
on attend 10" au couple nul avant d'allonger. 

Quelle que soit la courbe considérée, le mouvement, au début de l'allonge- 
ment, se fait dans le sens de la dernière détorsion, celle qui ramène définitive- 
ment au couple nul. 

Les courbes se terminent toutes par une partie rectiligne. 

Distinguons maintenant les deux séries. 

Série impaire, — Les courbes présentent toutes un maximum; elles res- 
semblent aux courbes qui correspondent à une seule torsion. Le maximum a^,^ 
décroit quand m croît; il se produit pour des allongements qui décroissent 
quand m croît. Si m devenait très grand (ce qui implique p grand, a petit, 
si ao=zpa est donné), le maximum se rapprocherait beaucoup de Torigine. La 
partie rectiligne tend vers Thorizontale quand m croît. 

Série paire, — On suppose a petit devant aLo = pa, 

Si m est petit, le maximum subsiste; les courbes 1 et 2 sont imparfaitement 
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symétriques par rapport à Taxe des allongements. Quand m augmente, la partie 
rectiligne (qui montait pour m petit, courbe I2) s'approche de Thorizonlale et 
finit par descendre. Le maximum disparaît et se transforme en une inflexion. 
La grandeur de la détorsion a' correspondant à cette inflexion diminue quand 
m croît; Tinflexion se produit aussi pour des allongements de plus en plus petits. 
Nous venons de voir que, m augmentant, la partie rectiligne va d'abord vers le 
haut, devient horizontale, et enfin va vers le bas. Son inclinaison croît alors et 
passe par un maximum. Comme la série arithmétique est essentiellement limitée, 
la dernière courbe peut présenter une phase quelconque du phénomène. Il est 
clair aussi, d'après le n° 24, que l'inclinaison limite des courbes paires n^est 
d'abord vers le haut que si a est suffisamment petit devant clq = pa. 

Relation des courbes consécutives des deux séries; courbe impaire ni — \ et 
courbe paire /?i -f- i . On suppose m grand et, par conséquent, a sujdîsam- 
ment petit devant (XQ = pa, — Les parties rectillgnes tendent vers laméme incli- 
naison. 

La courbe impaire m part vers le haut et possède un maximum; la ôourbe 
paire m -f- i part vers le bas et présente une inflexion. 

Les deux séries ayant un nombre limité de courbes, les dernières peuvent être 
loin de se superposer. A la limite, si a est petit, ao grand et, par conséquent, 
p grand, le maximum des courbes impaires et l'inflexion des courbes paires 
coïncident avec l'origine, et la partie rectiligne est horizontale. La matière a 
perdu, en apparence, sa dissymétrie hélicoïdale par rapport à l'allongement. 

Ce dernier point est difficile à prouver expérimentalement. Nous donnons en II 
(Jig- 25) la courbe paire finale du système aLQ = pa= 5o, a = 5. Il y a eu 5o' 
à droite, 45 à gauche ... et 5 à gauche; en tout 276 tours. L'inflexion correspond 

à /= 1,9 pour 100 et l'inclinaison -ry de la partie rectiligne est encore de 15*^,5 

par centimètre d'allongement. Nous sommes loin des résultats limites prévus plus 
haut. 11 n'est pas sûr qu'on obtienne une symétrie apparente pour ao = /?a = 5o^ 
et rt = 1 , ce qui exigerait pour la série complète 127D tours de torsion, que pro- 
bablement le fil ne supporterait pas. 

Arriverait-on plus vite à la symétrie apparente à l'aide de torsions et de détor- 
sions en progression géométrique? Cela est douteux. 

Quoi qu'il en soit, ceux qui écrivent des Mémoires par analogie et concluent 
du magnétisme aux déformations permanentes feront bien de méditer ces ré- 
sultats (Chap. V, p. 02). 

31. Fil allongé de i â l (n pour 100) sans Ji Hère, larda, ramené au couple 
nul, puis allongé. On détermine les ol^ pendant cet allongement, — L'allon- 
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gemenl est produit par récoulemenl d'eau à raison de 128^ par minute. Quand 
rallongement de préparation est obtenu, on arrête l'écoulement, on supprime 
brusquement une partie de la charge (de manière que tout allongement ultérieur 
cesse) et l'on compte i5". Pendant ce temps, on vide le seau, on le remet en 
place et l'on mesure l'allongement. Le fil est prôt pour la seconde partie de l'ex- 
périence. Po= 100^. 

Les i5"* écoulées, on tord de ao= 2o^/y/7, de manière que les torsions soient 

équivalentes pour tous les fils. Le même coefficient /y/7 servira à réduire les a' 
observés. To= o; 5"* après le retour au couple nul, on détermine l'azimut, ce qui 
donne, après correction, la détorsion ai ; lo"* après, seconde lecture, qui donne 
la réactivité A/? dans l'intervalle 5" à 10™. L'azimut obtenu sert d'origine aux a'. 
On rétablit alors Técoulcment et l'on détermine a' en fonction des allongements. 

i® Les valeurs a^, confirment ce que nous avons maintes fois répété sur l'action 
des petits allongements sur un fil recuit. Un allongement préparatoire de 0,48 
pour 100 abaisse a^, de 71 3** à 644° î "ïi allongement de i pour 100 l'amène 
à 571". Non seulement les allongements préparatoires plus grands ne continuent 
pas à produire des eflels comparables, mais au contraire aj„ cesse de décroître, 
passe par un minimum pour un allongement préparatoire de 3,5 pour 100 et croit 
de nouveau. Il est impossible bientôt d'en déterminer la valeur, pour une raison 
que nous allons voir ci-dessous. Il est à supposer que la courbe, construite en 
portant a^,^ en ordonnée et l'allongement préparatoire en abscisses, présenterait 
après son minimum un point d*inflexion et aurait, en définitive, une asymptote 
horizontale. 

Dans le Tableau suivant, on donne les ai, les a^„ et les A/> ramenés à ce qu'ils 
seraient si le fil avait, au début de la seconde partie de l'expérience, le diamètre 
qu'il possède quand l'allongement préparatoire est nul. 

Ainsi, pour l'allongement préparatoire 5 pour loo, on a trouvé les valeurs 

brutes 

«1 = 775, «;h = 553. A/? = 43 

(ai et a^„ en degrés, A/? en douzièmes). Le facteur de réduction est 

/y// = 1,076. 

Les valeurs du Tabaleu sont donc 

776: 1,076=: 721 = a»; 
de même, 

a;„ = 5i/i, A/? = 4o. 
Enfin, quand on lit que cL'^^ se produit sous un allongement de 9,8 pour 100, 
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cela veut dire que le fil, dont la longueur élail loo^*" avanl la préparation, 
io5 aprùs, possède au moment du maximum une longueur de 1 14**",8. 



Allongement préparatoire. a,. a^,^. A/7. Allongement pour a^ 



tw 



o o 

o pour loo 3i2 7i3 8 5,i pour loo 

0,48 » 359 G44 12 // 

1,00 » 4*8 571 i5 // 

2,10 » 524 5o5 22 5,8 » 

3,47 » 622 479 ^3 ^»^ » 

5,00 » 721 5i4 4<> 9,8 » 

6,93 » 820 >53o 48 >i3,5 » 

11,37 » 916 > 55o 58 ff 

1^ a^„ se produit pour des allongements croissants : ces allongements sont, bien 
entendu, comptés à partir de la longueur du fil au début de la deuxième partie de 
l'expérience. Pour rendre les nombres tout à fait comparables, il faudrait ramener 
les nombres de la dernière colonne à ce qu'ils seraient si le fil avait i™ au début 
de la seconde partie de l'expérience. Le résultat serait peu modifié. Pour rallonge- 
ment préparatoire 5 pour 100, on trouverait, pour le maximum, un allongement 
de 9,8 : i,o5 = (),3 pour 100, au lieu de 9,8 pour 100. Ces nombres sont d'ail- 
leurs évidemment connus avec peu de précision. 

On comprend maintenant pourquoi il est impossible de déterminer (x!^ dès que 
l'allongement de préparation est grand. Pour l'allongement préparatoire de 6,98 
pour 100, par exemple, on n'est pas encore au maximum, et pourtant le fil a été 
allongé de 20, 4^ pour 100 en tout; tandis que, pour un allongement préparatoire 
nul, le maximum se produit quand le fil a un peu plus de io5^™. 

3" Les parties rectilignes terminales sont d'autant plus voisines de l'horizon- 
tale que l'allongement préparatoire est plus grand. 

4° Etude du début de la courbe [détorsion, charge). — Après les tout pre- 
miers instants où la réactivité peut intervenir, les courbes se disposent d'une 
manière simple. Soit en abscisses les charges (ou le nombre de minutes d'écou- 
lement) et en ordonnées les et! (corrigées comme il a été dit). Les courbes sont 
très voisines et disposées de bas en haut dans l'ordre des allongements prépa- 
ratoires décroissants : celle qui est la plus haute correspond donc à l'allongement 
préparatoire nul. Elles se séparent de plus en plus. Pour des charges grandes, 
elles finissent par s'entrecouper, comme les valeurs des a^ le font prévoir. Les 
charges ont au di'but une induence qui diminue avec la charge déjà supportée et, 
par conséquent, avec l'allongement préparatoire. 

,V* Etude du début de la courbe (délorsion, allongement), — La distribu- 
tion des courbes est la même. Les allongements produisent donc des niodiiîca- 
tions d'autant plus faibles que le fil en a déjà subi un plus grand. 
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6^ On remarquera que les A/? croissent régulièrement avec l'allongement pré- 
paratoire. Il ne semble donc pas qu'il y ait un rapport direct entre les A/> et 
les OL^, comme on aurait pu le supposer a priori. 

Dans le Tableau suivant, on donne quatre courbes complètes. 

Dans la première colonne sont les nombres de minutes d'écoulement. On allait 
jusqu'à ^'À^, soit jusqu'à une charge de 5200^ environ, y compris la charge ini- 
tiale. Le fil a une section de o*"", 284 et un diamètre de 0™°*, 545. Les a' sont 
donnés en degrés et douzièmes de degrés; ce sont les nombres bruts; il faut les 

multiplier par /y/7 = a, pour les ramener à ce qu'ils seraient pour un diamètre 

uniforme initial. Les allongements sont donnés en vingtièmes de millimètre. Les 

petits allongements sont en partie apparents; le fil se redresse et les liaisons se 

tendent. 

AlloDgemenls 

pour 100. 0,48 pour 100. 3,47 pour 100. 11,37 pour 100. 

a 1,(K)0. 0,992. 0,950. 0,851. 

min. uii ou ou ou 

O O O O O O O O 

•2 1,8*" O 1,4'* O I,!** O IjG*" O 

4 0,0 I 5,0 1 4|3 I 4,6 I 

6 17., 7 3 10,1 3 7,6 3 8,4 3 

8 27 5 7,3 5 11,9 5 12,8 5 

10 50 1-2 3o 9 17, a 7 17,8 7 

i'2 i4i 33 49 i^ 23,2 10 22,11 9 

i.{ 3oj 102 94 20 3o,o II •^9>''' " 

16 4"^7 184 237 26 38,8 i3 36,1 i3 

18 522 282 38o 168 49,5 iG 43 IJ 

2() 593 389 477 270 G3 19 52 18 

22 G44 ^02 537 387 80 24 Gi 21 

24 G78 G3() 590 5ii io5 29 71 23 

26 700 778 G21 G5o 145 4i 82 25 

28 711 932 G39 8o5 243 109 9G 29 

3o 713 1102 G48 978 374 28G 110 32 

32 708 i3o8 6^9 11G9 4 il 482 128 35 

34 Gg7 i533 G43 i388 479 707 i5o 43 

3G G81 1798 G32 1639 498 949 178 52 

.î8 GGo 21 12 Gfg 1946 504 1240 219 70 

40 GJG 2499 G02 23i8 5oo i588 3o5 i43 

42 G09 2993 585 2784 488 2o3o 498 G73 

44 582 3722 570 3448 471 aG37 597 i453 



On a essayé de se rendre compte de la manière dont variait le couple maximum 
dans l'allongement à azimut constant, en fonction de l'allongement préparatoire. 
L'expérience était conduite de la manière suivante : ao= 20*, Tq= i5"* pendant 
Fac, de T., a« S., IV. 54 
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lesquelles on mesurait le couple en unilés arbitraires. Délorsion ai . Arrêt T| = 1 5' 
Allongement à azimut constant : détermination du couple maximum Q 



*m. • 



Allongement préparatoire... o pour loo o,5 pour loo 3 pour loo 

ai 97 î« 326'* 54o» 

Co 1)00" 1791" a864'' 

C,„ ifiS- 188" 948" 

-^ 0,110 o,io5 0,087 

Pour comparer les aj de celle expérience et de la précédente, on n^oubliera pas 

qu'ici To=i5"*, taudis que, dans la précédente, To=o. Le rapport -W^ est du 

même ordre de grandeur qu^au n® 28; il décroît à mesure que rallongennent 
préparatoire croît. Mais ce que nous avons vu au n** 28 (p. 4*4) ne nous permet 
pas de conclure ce résultat pour tous les ao- Il se pourrait que, pour de petites 
valeurs de a©, le phénomène inverse se présentât. 

32. Influence du recuit. — Pour résoudre d'une manière à peu près complète 
la question ici posée, il faudra de longues et dilTiciles recherches. Je donne sous 
toutes réserves les indications qui suivent, uniquement pour jalonner la voie à 
ceux qui voudraient entreprendre cette étude. 11 est à peine besoin de faire 
remarquer son importance théorique, puisqu'il ne s'agit rien moins que de 
rechercher l'influence de l'élat initial sur la faculté de contracter des dissjmélrics. 
D'ailleurs, l'expérience prouve que la grandeur des détorsions pendant l'allon- 
gement est un critérium extrêmement sensible de l'état initial, plus sensible que 
la forme des courbes de traction ou de torsion. 

J'ai déjà fait observer, à la fin du Chapitre 111, combien nombreux sont les états 
qu'on englobe sous la dénomination recuit plus ou moins grand (Chap. III, 
p. 282). 

Pour préciser, parlons d'un fil fortement allongé à la filière, que nous dési- 
gnerons par Foc. Nous pouvons réaliser Je système FooRx(/) doublement infini : 
faire varier la température ï du recuit et sa durée t. Mais, et nous n'insistons 
pas, il y a un très grand nombre d'autres systèmes possibles. 

Les quelques expériences que nous avons faites se rapportent à une durée de 
recuit constant {t = 4*) et à des lempératures variables. Voici les résultats, sous 
toutes réserves. 

i" A mesure que T croit, a)^^ décroît; l'allongement correspondant A/ diminue. 
11 existe même une relation à peu près linéaire entre la délorsion maxima et ral- 
longement sous lequel elle se produit. Les variations de a^sont considérables. De 
petites variations dans les conditions du recuit peuvent faire passer sa valeur 
de I à 3, par exeujple. 
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a" Quand T croît, lo partie lerminsle rccllligne de la courbe (y.', I) s'incline de 
plus en plus. ]] résulte de ces deux n^gles que, pour des fils recuïls à lemp^raliiro 
plus basse, c'est la délorslon (dans le sens de la r^acliviié) qui prédomine tou- 
jours. Pour des fils recuils à plus baute tem peinture, la délorsion initiale (au début 
de l'ullongemenl) est faible; le mouvemeni qui suit le maximum et se produit 
dans le sens de la torsion initiale est considérable. 

3" Si l'on admet l'iiypotlièse a du n° 27, on déduit que le couple nul se pro- 
duit pour des allongements qui augmentent à mesure que le (il est moins recuit, 
et que le couple limite [correspondant à la partie rectiligne de la courbe (»'0] 
augmente à mesure que le fil est plus recuit. 

On ne comparera donc pas numériquement les résultats rapportés dans des nu- 
méros difTérents de ce Mémoire, k moins d'une indication formelle qu'il est légi- 
time de l'aire celle comparaison. Mes expériences pi^client encore beaucoup par 
la définition du recuit, et il m'est actuellement impossible de réaliser à coup sur 
un fil de propriétés numériquement données. Toutes les comparaisons numé- 
riques portent sur des fils obtenus dans une seule et même opération de recuit. 



33, Variation des couples par allongement, à partir des points d'une 
courbe de première torsion. Fil tordu de o.^; arrêt T, au bout de la torsion: 
allongement à azimut à peu près constant. Le fil employé était peu recuit : 
Tg = I ô". — Le fil a go""" de longueur, les allongements sont donnés en vingtièmes 
de millimètre. La torsion se fait sous ioo*^l'o; pendant la torsion se produit 
un petit allongement, M. Les couples sont donnés en unités arbitraires. Voici 
d'abord les couples Cj après l'arrêt To au moment où commence la surcharge et 
les allongements A/ : 



5o 



" Variation du couple en fonction de ta surcharge {fig- a*))- — Les couples 
sont donnés en millièmes de la valeur initiale. Le quotient -,.j négatif croi't 
d'abord en valeur absolue quand P croit, passe par un maximum, puis décroit. 
La valeur initiale du quotient -r^ et sa valeur maxiina diminuent à mesure que 



a" Variation du couple en fonction de l'allongement. — Les courbes ont \.\ 
même forme générale et les mêmes relations de position que dans le cas pré- 
cédent. 
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Voici quelques nombres pour fixer les idées : ao = 2*, surcharges de 206^ à la 
minule à partir de la charge initiale, observations toutes les minutes : 

C 1000 99.8 757 467 126 41 nG 

A/ 2'' 5 10 Sa 79 i3i 189 

Ainsi, après un allongement de iSq"", soit 10, 5 millièmes, le couple se trouve 
réduit à 26 millièmes de sa valeur initiale. Voici maintenant pour ao = 5o* : 

C i(>oo 992 974 9)2 921 881 83 1 770 699 

/ o"" I 2 4 7 9 If i3 iG 

C 612 497 356 192 80 43 27 21 i5 

/ 2r 28 39 69 128 212 3io 4>-i '"•î'iK 

Nous devons comparer les résultats précédents avec ceux du n® H , Chapitre IV. 
Nous y disons que le couple devient rigoureusement nul pour des allongements 
qui atteignent tout au plus 10 ou 20 millièmes : le (il ayant 90^"* et les allonge* 
ments étant donnés en vingtièmes de millimètre, les couples devraient être rigou- 
reusement nuls pour des A/ atteignant au plus 180 à 36o unités. Effectivement, 



Fig. 26. 
Couples (*0tm£aièin,etrduoaupltinUÙMl). 




0^. 



Charges 



le couple est alors très petit, mais il n'est pas rigoureusement nul. Il semble 
même que la courbe (C, /) ne tende pas asymptotiquement vers C=o. Dans 
rexpérience actuelle, faite avec du fil peu recuit, on peut aller jusqu'à un allon- 
gement de 20 pour 100 sans que le couple soit nul; mais, pour des fils très 
recuits, on atteint le couple nul, puis le couple devient négatif, 11 n'y a rien 
là d'ailleurs qui puisse nous étonner; c'est la généralisation des phénomènes 
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exposés ail n" 28 et représentés figure aS, interprétés à Taide des remarques du 
n" 32 sur l'influence du recuit. 

Je pourrais répéter ici ce que j'ai dit à la fin du n" 24. Le phénomène d'allon- 
gement est complexe. L'allongement purement élastique produit une diminution 
du couple {voir n° XQ^fig, i^); l'allongement permanent en produit une aulre. 

Le quotient ~ csl donc la somme de deux quotients -t^ et -jf {voir n° 24). Le 

cil wij "^S 

premier croît d'une manière continue; on peut supposer que le second a d'abord 
une très grande valeur et diminue ensuite d'une manière continue. Tout ce qui 
augmente Tintervalle des charges ou allongements pour lesquels le fil est à peu 
près parfaitement élastique augmente aussi la charge et l'allongement pour les- 

quels se produit le maximum de-Tv» C'est, en particulier, l'effet d'une plusgrande 

torsion préparatoire. Nous reviendrons plus loin là-dessus (n" 35). 

Influence de Varrêt T©. — Il résulte immédiatement des considérations pré- 
cédentes qu'un accroissement du temps d'arrêt To augmente l'importance de la 
partie initiale peu inclinée et diminue son inclinaison. 

Exemple. — ao= 20*, mêmes unités que plus haut; AC est la diminution 
totale en millièmes de Co '• 



To = i3" AC... 


9 


3o 


74 


ibi 


260 


407 


0-23 


848 


926 


9{7 


/ 


r 


1 


3 


G 


9 


i3 


23 


56 


110 


176 


AG 


9 


i5 


2J 


'X'j 


219 


3i 


•^7 




8 


5 


To- i5'nAC.... 


18 


53 


114 


197 


317 


470 


700 


869 


935 


950 


/ 


r 


3 


4 


/ 


10 


14 


27 


60 


120 


190 


AG 


18 


18 


7.6 


28 


32 


33 


2O 


lî 


8 


5 



Seule la partie initiale de la courbe (AC, /) est sensiblement modifiée. La 
courbe (AG, P) l'est, au contraire, plus profondément, ce qui est d'accord avec 
l'hypothèse énoncée plus haut. 

Ce que nous avons dit (Chap. TV, n" 12, A) sur la différence qui existe entre 
ces phénomènes et ceux de refroidissement subsiste intégralement. Il faut s'en- 
tendre sur l'expression « fils ayant été préparés de même » employée {loc, cit., 
n" 12, A). Des fils pris aux différents points d'une courbe de première torsion ne 
peuvent être considérés comme ayant été préparés de même. Leurs couples ne 
sont pas également stables et la loi de variation, sous l'influence d'une surcharge, 
n'est pas la même. Dans les expériences du Chapitre IV^, n" 12, A, on commen- 
çait par fixer les parcours dans un certain intervalle de couples, de manière que 
dans cet intervalle le fil pût être considéré comme à peu près parfaitement élas- 
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tique. Parlai] l alors d'un couple quelconque pris dans cet inlervalley on obtient, 
pour une série de (ils, une loi de variation à peu près indépendante du couple 
initial. 

3i. Variation des couples par allongement, à partir des points d*une 
courbe de première dé torsion. Fil tordu de ao? arrêt T©; détorsion «i, 
arrêt T| ; allongement à débit constant. Le paramètre variable est af . — La 
ligure 27 donne l'ensemble des résultats pour des fils peu recuits. 



Fig. 37. 



Couplet (uJxiJtBs eirbitrairos ) 




Charges 



Si l'on délord jusqu'au couple nul, ce qui revient à choisir une certaine valeur 
de ai on obtient une courbe du faisceau ici étudié; on se trouve dans le cas déjà 

considéré au n°27. 

i*» De quelque point de la courbe de détorsîon que Ton parte, les allongements 
sont la même fonction des charges. La courbe (/, P) reste la même. Cette règle 
est à peu près rigoureusement vérifiée; elle n'est que la généralisation de Thypo- 
thèse 1" du n°2G. 

2° Les quotients -r/ ou ~ au début des courbes (C, /) ou C, P (quand com- 
mence la surcharge), d'abord négatifs, diminuent en valeur absolue à mesure que 
le couple initial décroît ou que l'on s'avance davantage sur la courbe de détorsion. 
Pour une certaine délorsion, les valeurs initiales de ces quotients sont nulles. 
Pour des couples plus petits, elles deviennent positives. Tout ceci était facile 
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a prévoir d'après le n® 18, où sont rapportés les résultats obtenus pour les fils 
étirés. 

3° Les diverses courbes tendent ensuite toutes vers la même forme asjmpto- 
tique. On se reportera à ce qqe nous avons dit au n^ 33, page 424> sur Tin- 
fluence du recuit, en ce qui concerne l'obtention d'un couple négatif pour des 
allongements pratiquement réalisables. 

Le résultat précédent montre que les phénomènes qui se produisent pour 
de grands allongements dépendent principalement de la grandeur de la torsion et 
non des conditions de l'allongement. Ils seraient donc dus, comme nous l'avons 
déjà énoncé, à une dissjmétrie créée par cette torsion, et qui se conserve indé- 
pendamment des phénomènes intermédiaires. 

33. Fil recuit, allongé de n pour loo, tordu d^un nombre donné de mil- 
lièmes; maintenu tordu un temps Tq et allongé. On détermine pendant l'allon- 
gement la loi de variation des couples. — Nous avons déjà vu que l'allongement 
apparent / est la somme de rallongement élastique /| et de rallongement perma- 
nent /j. Comme la manière dont G varie avec ces allongements diffère beaucoup, 

on conçoit que --tt puisse varier beaucoup, rien que selon la répartition dans 
l'allongement / des deux allongements /| et /a, alors même que les coeffi- 
cients différentiels -7^ et -jj- resteraient invariables, ou, si l'on veut, que G reste- 
rait la même fonction de /| et de /a. 

H peut arriver aussi que non seulement la répartition des deux sortes d'allon- 
gement change dans rallongement total, mais encore que la relation entre G, 
/i et I2 soit, elle aussi, modifiée. G'est ce qui a lieu quand on allonge le fil avant 
de le soumettre aux opérations de torsion et d'allongement. 

Nous avons déjà énoncé (Ghap. IV, n" 12, B) que pour du fil allongé de n 
pour 100 la loi de déperdition est d'autant plus rapide au début que n est plus 
petit. L'effet ne tient pas seulement à ce que le fil est à peu près parfaitement 
élastique pour des charges et des allongements plus grands, mais aussi à ce que 
la loi qui relie G et l'allongement permanent I2 s'est modifiée^ un même allonge- 
ment permanent produit une diminution relative de G qui diminue à mesure 
que n augmente. 

On comparera le contenu de ce numéro aux phénomènes exposés au n® 31 : on 
y compare aussi des fils ayant subi un allongement préparatoire; il s'agit alors 
des phénomènes de détorsion au couple nul provoqués par l'allongement. 

36. Cause des phénomènes étudiés, — La variation du couple total à azimut 
constant et la variation de l'azimut à couple constant sont les résultantes des 
phénomènes dont les cylindres élémentaires sont le siège. 
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Soit / la force langenliellc qirexerce un élément de la surface de la section 
droite. Indépendamment de toute hypothèse, le couple total est 

R 



C=:2 7r / r^fdr. 



Le problème revient à déduire de la détermination des couples totaux C une loi 
reliant / à l'allongement : il ne peut être évidemment résolu que par tâton- 
nements. 

PnEMiÈRE HYPOTHÈSE. — Les p/iénomèncs sont dus à des couples déjà exis- 
tants, qui disparaissent pendant rallongement avec une inégale rapidité 
dans les cylindres concentriques qui forment le cylindre plein. Ce qui revient 
à dire que sous l* influence de rallongement à azimut constant, f diminue 
depuis sa valeur actuelle jusqu^ù o. Cette hypothèse est absolument insuffi- 
sante. 

a. Imaginons d'abord que/ varie en fonction de rallongement /, suivant la loi 

où/o est la valeur initiale de /au début de l'allongement, ^est une fonction indé- 
pendante de Técrouissagc et, par conséquent, du rayon du cylindre infiniment 
mince considéré. On a évidemment 

0(0)=:l, 9(00) = O. 

Le couple initial Co et le couple à chaque instant sont donnés par les formules 

i'ïR y^R 

La variation du couple total serait donc toujours la même. En particulier, 
pour Co=o on devrait trouver identiquement C=o. L'hypothèse est donc 
fausse; on ne peut supposer que '^soil indépendant de l'état initial d'écrouissage. 
Cherchons comment (p doit varier avec lui. 

b. A mesure que nous nous avançons sur une courbe de première torsion, la loi 
de diminution cp devient moins rapide. Toutes les couches sont plus tordues. Donc 
o doit varier de plus en plus lentement quand / croît, à mesure que le fil est plus 
écroui par torsion. 

c. Considérons maintenant, pour une torsion donnée, les cylindres élémentaires 
concentriques formant le cylindre total : :p est une fonction de r et de /, dont les 
variations en fonction de / doivent diminuer à mesure que /• devient plus grand 
c'est-à-dire que l'on considère une couche plus superficielle. 
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d. Considérons ce qui se passe aux dilTérents points d'une courbe de première 
délorsion. Nous savons {xwir Chap. VI, II, p. 443 et Cliap. VII, n''2l) que les 
couples produits par les couches superficielles perdent de plus en plus de leur 
importance, pendant la délorsion, relativement à celle des couches intérieures. 
Donc, la loi de variation des cou|)Ies en fonction de rallongement doit devenir de 
plus en plus rapide, à mesure que le couple initial est plus j)elit. C'est rout 
le contraire qui se produit. 

c. Détordons jusqu'au couple nul (Chap. Vil, n" 21,^^. la). Le couple n'est 
pas nul dans tous les cvlindres élémentaires. Appelons /'i la longueur OP. Nous 
avons 



f /• Vo dr= 9.1: I -H 2 t: / =^ o. 



Les deux dernières intégrales ne sont pas nulles séparément, mais égales et de 
signe contraire. Si nous admettons que le phénomène est dii seulement à une 
diminution de /, un couple n'apparaît que parce que les deux intégrales ne 
varient pas de la même manière quand rallongement croît. Mais il est évident que 
le couple maximum que l'on peut obtenir est inférieure Tune ou l'autre de ces 
intégrales. Dans Thypollièse de J. Thomson, elles sont inférieures à o,io6 du 
couple au moment de la détorsion (Chap. VI, p. 448) et les |)hénomènes s'écartent 
de cette hypothèse dans un sens qui diminue celte limite supérieure. En défini- 
tive, dans rhjpolhèse que nous discutons, nous devons obtenir comme couple 
maximum, pendant l'allongement à partir d'un couple initial nul, un couple qui 
est certainement inférieur à un dixième du couple obtenu au bout de la torsion. 

Or, nous avons trouvé (n° 28 et 31) des rapports -^ qui sont largement supé- 

rieurs à o,i, dans des conditions où, suivant toute probabilité (voir Chap. VU, 
n" 19, p. 1220, et Chap. VI, p. 448), ils seraient même inférieurs à o,o55. 

L'hypothèse ici discutée se trouve donc définiment écartée; au moins comme 
cause unique des phénomènes. 

Deux hypothèses complémentaires se présentent immédiatement à Tesprit, dont 
le caractère fondamental est d'expliquer la naissance de couples. 

La première consiste à invoquer les variations de réaclivilé en fonction des 
varialions de la tension. Quelles que puissent êlre d'ailleurs les causes de ces 
phénomènes, il n'en est pas moins certain qu'ils font apparaître des forces qui 
n'existaient pas au début. Les phénomènes doivent être singulièrement compli- 
qués {voir n° 17). 

La seconde consiste à invocjuer des dissymrlries provoquées par la torsion, cl 
qui, sous rinlluence d'une traction, feraient naître des couples. Nous avons un 
exemple de phénomènes analogues dans le cas de Télasticité parfaite; lorsque 
nous tirons sur un ressort à boudin, des couples apparaissent. Si même nous 

Fac. de T., a- S., IV. 55 
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fixons une des extrémités du ressort et que la traction exercée sur Tau Ire extré- 
mité, supposée libre, soit suffisante pour produire une déformation permaneDle, 
nous obtenons une détorsion permanente, phénomène absolument analogue 
à ceux des fils étirés, et des fils recuits avant Tinversion de la détorsion. Peut-être 
Tétudc systématique de ces phénomènes conduirait-elle à d^intéressantes compa- 
raisons. 

Nous ne chercherons pas à aller plus loin pour le moment, Texpérience nous 
ayant démontré qu'il est préférable de faire le tour des phénomènes que présentent 
les fils, avant d'essayer une théorie. 



NOTE SUR LE DYNAMOMÈTRE EMPLOYÉ DANS CE MÉMOIRE ifig. 6). 

Cherchons Tinfluence de l'adjonction des fils aa {fig* 6). Nous admettons 
qu'ils sont au contact du spiral. Soit L leur longueur; c'est la longueur verticale 
du spiral dans la position d'équilibre; soit /* le rayon du spiral. Pendant la 
torsion, le fil s'enroule sur le spiral et forme une hélice de rayon /• et dont 
le nombre de tours est n. Développée, cette hélice devient un triangle rectangle 
d'hypoténuse L, de hauteur /, de base iTznr : et nous avons 

Pour une torsion rfO = 27z dn^ le poids P supporté s'élève de rf/. On a 

Pdl'-=iC,2Tzdn, 

où C est le couple nécessaire pour maintenir Téquilibre. D'où 

I -^^ I' — ■ • 

v/L^— 471*71 •-/•- v^L* — r* 6* ' 

ne peut dépasser une valeur telle que 

h=^ !\T,iirj C--OC. 

Si n est petit, nous retrouvons, aux infiniment petits du troisième ordre près 
la formule ordinaire du bifilaire. Avec la disposition actuelle, l'appareil peut 
servir, si 6 dépasse t: ou même plusieurs fois iz. Par exemple, soit 

F. = 5o''"', /• " r"\ 5, n I , 
ou a 

V'L-- /•^=:5i. 
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La proporlionnalilé esL encore conservée à -^ près. Il n'y a pas à craindre de 
froltemenl entre les (ils et le spiral, car ce sont les mêmes points qui sont toujours 
au contact pendant la torsion. Le bifilaire nMntervient jamais que pour une faible 
partie du couple. 

La théorie complète de l'appareil est très compliquée, parce qu'on ne peut 
pas tordre un spiral, sans qu'il se produise des forces suivant l'axe, forces qui 
tendent à l'allonger ou à le raccourcir et qui, dans la disposition actuelle où 
la longueur est réglée par les fils, tendent à modifier le poids. Mais ces effets 
n'interviennent que comme corrections insigniHantes. 



NOTE SUR LES COURBES SCHÉMATIQUES INDIQUÉES AUX N" 10, 11 ET 12. 

Soient a l'azimut et P la charge variable : pour simplifier l'écrilure, nous 
admettons qu'elle varie entre ± i . Nous avons alors 

/zrzaarcsinP, 

la période du cycle est 2Tca. 

Nous supposons dans le n^ 10 que a dépend de trois termes. 

Le premier bt indique une vitesse constante vers le haut, ce qui est exact si 
l'expérience ne dure pas trop longtemps : c'est la réactivité proprement dite. Le 
deuxième représente la partie de a, fonction déterminée de P; on peut la repré- 
senter approximativement par ± KP ; on remplace un morceau de la courbe {Jlff* 8) 
par une droite. Avec le signe -f-, on est à gauche de P;„; avec le signe — , on est 
à droite. L'incertitude porte sur le troisième terme qui doit donner une impor- 
tance plus particulière à la réactivité pour les grandes ou les petites charges, sui- 
vant les cas. On ne peut songer à ajouter un terme du premier degré en P, car 
on ne retrouverait pas les quatre cas expérimentaux. Adjoignons un terme en P*. 
11 vient en définitive comme schème : 

Cas A : a r= Gare sinP -t- KP 4- K,P*, 

CasB : a = CarcsinP 4- KP 4- Ki(i — P)», 

CasC : a=:CarcsinP — KP4-K,PS 

CasD : a = CarcsinP — KP 4- K,(i ~ P)'. 

C'est un schème grossier assurément, mais qui fixe l'esprit. 

Supposons, au contraire, que la réactivité ne dépende pas de la charge, mais 

qu'il y ait hystérésis (n** 12). 

Posons 

P=isinûi)/, 
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nous aurons comme schème : 



rK,>o, o<9<^j 



Casa-, OL^:^ ^/ -h K, siii(c»)^ — o) 1 

Case: a = 4- ^/ -— K, sin(o)/ -4- 9) ) 

Cash: a = ^/ -+- Kj sin(o>^ -h 9) ) 

Cas d : a= bt — KiS\i\(f»it — o) ) 



houcle à droîle. 



boucle à gauche, 



Ainsi, mémo avec toutes les hvpoilirsp<5 simplificatrices, nous arrivons à celle 
conclusion que les courbes réelles n(î pe:ivcnt élre représenlées que par une 
forme plus compliquée que la suivante : 

0L = btzh AP ± BP*± K, sin(Gi^ ± 9). 

Ce serait à désespérer du problème, si nous ne poussions pas faire lu part de 
chacun des termes, en augmenter ou en diminuer à notre gré r influence, 
leur assigner des causes différentes, en un mot ne pas les considérer comme 
des variables purement mathématiques. 



NOTE SUR LK GIIAPITRK \\\ DE LA THÈSE DE M. MARCIIIS 
SUR LES MODIFICATIONS PERMANENTES DU VERRE. 

Je ne discute pas les résultats bruts des ex|)ériences de M. Marchis; je veux 
prouver, par la discussion du Chapitre III de sa ïliése (p. 6- à loii), que ses 
conclusions les dépassent infiniment, et montrer à quelles erreurs je me serais 
exposé, si j'avais utilisé son mode de raisonnenîent. Dans son Mémoire, en efTcl, 
comme dans les n'"* 1 à 8 du présrnt Travail, il s'j»git de phénomènes que l'on 
peut considérer conune fonction du temps envisagé comme variable indépendante. 
M. Marchis combat cette hypothèse. 

Le Chapitre III se résume en deux propositions. La |)remière, de Paveu mémo 
de l'auteur, n'apprend rien de nouveau. On porte régulièrenient un tliermonièlre 
à To, à ï|, à To, ... ; le zéro se déplace d'une quantité (pii, pour chaque oscilla- 
tion de température, diminue à mesure que le nombre des oscillations augmente. 

La seconde contredit une afiirmation de M. S. Young. Un thermomètre, maintenu 
longtemps à Tq, est porté à T,. Si la température T| est constante, le déplacement 
du zéro, dans le même temps, est plus petit, toutes choses égales d'ailleurs, que 
si la température oscille un certain nonibre de lois, pendant ce temps, entre ï| 
oiT,<T.. 
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Ne pouvant obtenir des lliermomclrcs identiques enlre eux, M. Marchis croise 
ses expériences. Et là-dessus MM, Duhem et Marchis inventent la méthode 
qui consiste à croiser des expériences. Celle méthode est \ieille comme le 
monde; ils ne l'ont même pas appliquée les premiers à des phénomènes variables 
ou analogues au déplacement du zéro. J'en avais systématiquement fait l'emploi 
dans un travail sur la Photographie et loul le long de ma Thèse sur les déforma- 
tions permanentes. 

Voici comment je la présentais; c'est identiquement, aux symboles près, ce 
fpie dit M. Duhem. Je ne songe pas A en réclamer la priorité. Ce sont là des no- 
tions qu'on peut considérer dans le domaine public. Soit un phénomène exprimé 
en fonction d'une variable, le temps pour préciser, par des nombres ai, 6r2, 
^3, ..., positifs, obtenus au bout des temps t, 2t, 3t, .... Dans les intervalles 
impairs, on impose les conditions T; dans les intervalles pairs, les conditions II. 
La série «1, a^^ ... n'est généralement pas régulière. Mais, si <?< -4- e, «a — Sj, 
rtaH-Sa, as — £4, • . ., où les £ sont positifs, est régulière, nous dirons que les 
conditions II favorisent le phénomène. Cela n'implique rien sur la forme de la 
courbe r/| + s,, t; a^ — £2, xt; etc. 

Si cette courbe est assimilable à une droite descendante /?e^/ inclinée, a^ peut 
être plus grand que «i ; si c'est une droite très inclinée, on peut avoir a2< ai. 
Dans lous les cas, on a a'2> «3. 

Plus généralement, faisons passer deux courbes par rt,, «3, «5, ... et /^a, a^, 
^0, . . .; quelle que soit la forme des courbes, nous verrons immédiatement quelles 
conditions favorisent le phénomène. 

On trouvera des applications sous la première forme dans notre Thèse, § XV ; 
sous la seconde, § XLVIII et suivants. Tout un Mémoire sur la Pholométrie pho- 
tographique est une application de cette méthode (Ann, de Toulouse, 1894). 

Si j'excepte maintenant quel(|ues pages où M. Marchis arf/?ie^ celte proposi- 
tion : que si Ton chauffe un thermomètre à température conslanle allernalîve- 
ment 10"* et 45", il y a des oscillations accidentelles pendant le séjour de 45"", 
qui ne se produisent pas pendant le séjour de 10™, ce qui est précisément la 
chose à démontrer et l'objet même du litige, j'ai dit ce que renferment les 
34 pages du Chapilre en fait d'expériences. 

La seule conclusion à tirer de ces expériences est renfermée dans les énoncés 
mêmes que nous avons reproduits. Le déplacement se fait à ce que lout le monde 
appelle température constante ; il se fait encore plus vile, selon M. Marchis, si 
la température oscille entre T| etT',<T|, qu'il ne se fait à T,. Nous n'avons 
rien à objecter. 

M. Marchis conclut : a Toutefois, la théorie plus simple qui rejette toute in-r 
fluence du temps de chaufle pour n'invoquer que les petites oscillations dé tem- 
pérature de Téiuve, suffisant, comme nous ravonsvu, à rendre comple de toutes 
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les parlicularilés de rcxpérience, nous nous en tiendrons à cette théorie...; il 
serait illogique de Tabandonner tant qu^elle devra élre sufGsante. » Malheureuse- 
ment, nous n^avons rien vu ; ce que nous aurions voulu voir, je vais essayer de le 
montrer. 

Je dis d'abord que nous pouvons obtenir, à Tapproximation que nous voulons, 
une température constante et en particulier la température o®. Que nous puissions 
l'obtenir constante en moyenne^ cela ne fait pas contestation : il faut qu'elle soil 
rigoureusement constante. Or, maintenons constante en moyenne la tempéra- 
ture de la surface d'un corps mauvais conducteur; il existe, à l'intérieur, une 
température de plus en plus rigoureusement constante, à mesure qu'on s'enfonce 
dans le corps. Plaçons donc un thermomètre dans un vase contenant une centaine 
de litres de pétrole, entouré d'une enceinte pleine de glace fondante bien pure; 
nous n'aurons plus d'oscillations de température. Atout le moins, nous donnant 
une limite supérieure de leurs amplitudes à la surface, nous pourrons cal^ 
culer rigoureusement l^ amplitude maxima possible à r intérieur. Je ne songe 
pas apprendre à M. Duhem la théorie de la conductibilité; je m'étonne qu'il ne 
s'en serve pas. 

Si l'on craint des trépidations mécaniques, on emploiera les moyens qui les em- 
pêchent de se transmettre. Si l'on redoute les variations magnétiques ou élec- 
triques, on montrera d'abord la légitimité de ces craintes. En tous cas, au lieu 
d'affirmer, on prouvera par des expériences la non-gratuité des hypothèses. Tout 
cela est en lacune dans le travail de M. Marchis. Aussi bien, pour savoir ce qu'il 
y avait à faire dans le cas des thermomètres, il suffît de lire ce que j^ai fait pour 
les phénomènes étudiés dans ce Chapitre (n°* 1 à 8). Si l'on prétend que le pro- 
blème était plus facile pour le cas actuel, les phénomènes étant plus gros et plus 
facilement observables, je répondrai qu'un travail fait est toujours plus facile 
qu'un travail à faire. 

Voici une conséquence nécessaire de la Thèse de M. Marchis : Si les modifica- 
tions dépendent seulement des oscillations de température, il est impossible 
qu'une masse de verre reste homogène, car les oscillations se transmettent mal 
ou pas du tout. Un bloc de verre sphérique devrait aboutir à une structure où 
les couches concentriques seraient inégalement transformées. Il ne serait pas 
impossible d'étudier le fait expérimentalement : je ne préjuge pas du résultat; 
encore une fois je ne discute pas la vérité ou la fausseté des hypothèses pour 
le verre, mais la valeur des arguments. 



StIV LES COURBES DE DÉFORMATION DES FILS. 435 



NOTE SUR LES CYCLES LIMITES, CYCLES LIMITES DES LIMITES, ... 

PE LA TIIÉOIRE DE M. DUHEM. 

A propos de la Thèse de M. Lenoble et de celle de M. Chevallier. 

Je ne sais si M. Lenoble considère comme exacte la théorie de M. Duhem : 
mais il est sûr que ses expériences sont incorrectes et qu'il ignore l'état de la 
question. Les opérations auxquelles le fil est soumis ne sont pas définies; l'état 
du fil employé totalement inconnu. Quant aux résultats, je vais citer un exemple 
pour qu'on ne m'accuse pas d'une sévérité excessive. 

M. Lenoble veut démontrer que des oscillations de traction produisent sur 
l'allongement plus d'efTet qu'une traction continue (p. 26 et 27). Voici les allon- 
gements par minute mesurant ces effets sous charge constante, puis sous charge 
périodiquement variable : 

18 avril 1890 20, 60, 49» ^9, 60 17, 39, 38, — 1, 55 

21 avril 1890 18, i5, iij 47, 27 23, 44, 19, 45, 47, i, —35, 79 

M. Lenoble conclut « qu'à partir du moment où nous produisons le déréglage 
systématique, le fil s'allonge plus fortement que si ce déréglage n'était pas effec- 
tué ». Dans la première expérience, entre les minutes 18 et 20, l'allongement est 
'^C| -f- 60 = 99 ; entre les minutes 20 et 22, l'allongement est 1 7 -f- 89 = 56 ; cest 
à partir de la vingtième minute que le déréglage commence, M. Lenoble 
pose donc 

99 < 5^- 
De même, 

47 -+- 27 =: 74, 23 -+- 44 = 67; 
donc 

74 < 67- 

Comme régularité d'expériences, le lecteur peut juger 

47, I, —35, 79I 

Le reste du travail ressemble au commencement. 

Nous craignons que M. Duhem et ses élèves, MM. Lenoble et Chevallier ne 
s'abusent sur la nouveauté de quelques unes de leurs propositions. Cherchons 
ce que cachent les noms de cycles limites et cycles limites des limites. 

Si l'on répète, dans un plan quelconque, avec une variable et une fonction 
quelconques, des parcours entre deux valeurs de la variable, ils finissent par se 
fixer. En Allemagne, on dit, depuis 4o ans, que la matière s'accommode. 
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IVf . Duhem appelle cycle limite le parcours fixé : cela ne rajeunit pas une propo- 
sition archiconnue. 

Si l'on allonge un lil, on modifie son état; le fil s^écroult; qu'on appelle va- 
riable chimique à hystérésis une variable mesurant numériquement le phéno- 
mène : i** ce n'est peiil-êlre pas légitime pour bien des raisons; 2° cela ne nous 
donne en rien le mojcn de déterminer les valeurs numériques de celle va- 
riable. En définitive, c'est un mot de plus. Enfm, si l'on fixe un parcours entre 
les charges P© et P|, puisqu'on impose la charge P2 plus grande, Vécrouissage 
s^étant modifié, quand on revient au cycle primitif on ne retrouve pas le même 
parcours limite. Comme on sait, de plus, que l'efTet total de la charge Pj ne se 
l'ait pas instantanément, si l'on recommence un certain nombre de fois, on obtient 
entre Po et P| une série de cycles limites ou de parcours fixés, qui tendent vers 
un dernier parcours. M. Duhem l'appelle limite des limites. 

Ces faits étaient connus avant que M. Duhem ne s'occupât de la question; 
rien en eux ne peut servir à confirmer ou à réfuter une théorie, à moins que cette 
théorie ne soit « /?/70/7 sysléinaliquemenl opposée aux phénomènes. 

Je n'ai pas attendu M. Lenoble pour prouver, d'ailleurs après d'autres phj'si- 
ciens, que l'écrouissage dépend de la durée de la charge P^ et réfuter quelques 
erreurs grossières, telles, par exemple, que le recuit spontané. Quant à l'action 
de la température dont M. Chevallier s'occupe, l'école de M. Duhem est la seule 
qui ne fasse pas intervenir le temps dans le recuit. Tous les phénomènes de 
limites, et limites des limites, si magnifiquement annoncés, ne sont que l'expres- 
sion de ce fait très vulgaire qu'un fil ne se recuit pas instantanément. C'est à 
cela que se réduit la majeure partie du travail de M. Chevallier. 

Des mois nouveaux ne font pas des découvertes. 

Mais, loin de confirmer la théorie de M. Duhem, la forme des cycles limites, 
et limites des limites, pour toutes les transformations isothermes (les seules 
dont je me sois occupé jusqu'à présent), le contredit formellement. Exposons 
brièvement Télal de la question. 

Â. On a beaucoup discuté sur la légitimité de l'application de la loi de Hooke. 
Mais c'est à peine si aujourd'hui la question est posée d'une manière correcte. 
Qu'aux déformations purement élastiques se superposent généralement d'autres 
déformations, c'est ce qui n'est pas douteux. Les cas sont donc très rares où les 
délornialions sont proportionnelles aux efTorts; on ne peut, cependant, rien con- 
clure immédiatement sur le plus ou moins de légitimité de la loi de proportion- 
nalité. Des innombrables expériences actuellement existantes, il y en a si peu 
d'entièrement correctes que la question est loin d'être élucidée. 

B. Coulomb a énoncé une proposition d'un intérêt pratique considérable : 
les constantes proprement élastiques conservent leur valeur, malgré les dé- 
formations permanentes. Cette règle n'est pas rigoureuse. Par exejnpie, posons 
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C = ra (a est l'angle de lorsîon, C le couple); F est plus p^rand pour un fil de pla- 
tine recuit que pour un fil étiré. La différence relati^re est de l'ordre de 5 pour i oo, 
ce qui n'est pas négligeable. 

C. Coulomb, mais surtout Gerstner ont énoncé une autre proposition, non 
moins importante au point de vue pratique : Un corps déformé par une cer- 
taine force ou couple devaient parfaitewent élastique pour toutes les forces 
ou couples inférieurs aux précédents. J'ai montré que cette proposition n'était 
que grossièrement approchée. En particulier, la courbe de délorsion n'est pas 
rectiligne; elle est à ce point courbe que Ton peut revenir au couple nul avec 

une tangente -j^ moitié moindre que la tangente caractéristique du corps parfai- 
tement élastique. Même loi pour la courbe de retorsion. Tandis que tous les 
j)hjsiciens considéraient que les constantes élastiques se déterminent correcte- 
ment par diminution de charge (ce qui résulte immédiatement de la règle énoncée), 
j'ai prouvé que la déformation qui résulte d'une diminution d'effort dépend essen- 
tiellement du temps passé sous cet effort. Ce qui, en particulier, contredit for- 
mellement les expériences de Giulio {Académie, t. IV. Turin; 1842). 

Il est curieux de remarquer combien ces questions de déformations permanentes 
ont été généralement embrouillées comme à plaisir, et par des mathématiciens 
illustres pour leurs découvertes dans la théorie de l'élasticité parfaite. Ainsi 
parlant de la loi C (Coulomb-Gerstner) (qu'au Chapitre III de mon Mémoire 
j'attribue inexactement à Tresca), Saint-Venant (Leçons de Navier, historique, 
p. 289) dit qu'on doit l'appeler loi de Coulomb, parce que celui-ci a trouvé que 
u l'élasticité reste entière dans le nouvel état que déterminent les torsions, 
flexions, ou extensions |)ermanentcs ». Or il s'agit manifestement de deux lois 
bien distinctes régissant: l'une, B, la valeur des constantes élastiques; l'autre, C, 
le champ de soi-disant élasticité parfaite : ces deux lois, Saint-Venant les con- 
fond. Il arrive fré(|uemment, par exemple, (pie les constantes élastiques croissent, 
que les métaux deviennent /^///5 élastiques, alors que le champ d'élasticité à peu 
près parfaite décroît jusqu'à zéro : le métal est mou comme du plomb. C'est pré- 
cisément ce qui se passe pour du platine étiré que l'on recuit. Ai-je besoin d'ajouter 
que les traités classiques font de toutes ces notions la plus incroyable bouillie. 

Ces lois ne sont donc que de grossières approximations. Cependant, elles nous 
amènent à la notion fondamentale d'une séparation possible entre les phénomènes 
qu'elles régissent et que nous pouvons appeler, sans que cela nous engage en 
rien, élasticité et cohésion, 

D. J'ai énoncé que Ton pouvait faire apparaître les constantes purement élas- 
tiques en un point quelconque du ])lan de déformation (par exemple des plans 
torsion-couple, flexion-couple, allongement-force) par la répétition d'un petit 
cycle autour de ce point. Il est facile de constater que l'idée que j'ai émise 

Fac.de T„ 1* S.. IV. 56 
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diffère entièrement des lois précédentes. Le fil, par exemple, n'est pas parfaite- 
ment élastique, tant s'en faut, pour une détorsion; mais maintenons-le sur un 
petit cycre, placé où Ton voudra; répétons un petit parcours : il devient parfaite- 
ment élastique pour une torsion ou une détorsion. Nous arrivons à séparer de 
plus en plus les phénomènes dMIaslicité parfaite de tout ce qui les noie généra- 
lement. 

Le fit n''est pas devenu, pour cela, parfaitement élastique pour des forces ou 
couples moindres; la courbe de détorsion ne s^écartera pas sensiblement moins 
de la forme rectilignc. 

La loi D s*accommode tout aussi bien de la vérité ou de la fausseté des lois A 
et B. 

En particulier, si ces lois sont exactes, nous obtiendrons pour le petit cycle 
parfaitement élastique une inclinaison invariable, quel que soit Teffort actuel (A), 
quelles que soient les grandes déformations antérieures (B). 

II semblerait, par exemple, d'après de nombreuses expériences auxquelles il ne 
manque généralement que de signifier quelque chose, que la loi de Hooke (A) ne 
soit pas vérifiée pour la traction. Effectivement, figurons dans un plan les 
charges S en ordonnées et les allongements x en abscisses, nous avons trouvé 
nous-mémc que l'inclinaison des petits cycles fixés croît, quand la charge 
moyenne du cycle croît {voir Chapitre T, p. iS/f). Nous avons cherché à prouver 
que le phénomène était dû à des causes accessoires^ la loi D s'accommode aussi 
bien de l'une ou l'autre interprétation. 

Nous savons que, contrairement à la loi B, le recuit modifie les constantes élas- 
tiques : nous trouverons pour les petits cycles fixés une inclinaison, caraclérisque 
à chaque instant des propriétés purement élastiques, fonction, par conséquent, 
des grandes déformations antérieures. On se rappellera, pour comprendre ce qui 
suit, que les modifications produites par ces déformations sont indestructibles, 
tant que la température reste constante. En définitive : i** si nous admettons les 
règles A, B, D, dans tout le plan, tout petit cycle fixé a une inclinaison invariable, 
ou à peu près telle : elle ne dépend^ par conséquent, ni de S ni de x, 

2° N'admettons plus les règles A et B.. Portons en abscisses la variable géomé- 
trique X (torsion, par exemple) cl en ordonnées la variable mécanique S (le 
couple). Dans toute portion de plan pas trop grande et déjà parcourue, l'incli- 
naison du tout petit cycle fixé est une fonction de S, mais ne dépend pas de x. 

Voici ce qu'on trouve dès mes premiers Mémoires sur ces questions. [En parti- 
culier, voir ma Thèse, p. 17, et mon travail paru dans les Annales de Toulouse 
{Exposé et discussion des principales expériences de torsion)\ II va de soi que 
loul cela infirme absolument les idées de M. Duhem. 

Voici comment M. Duhem interprèle mes idées : Quatrième Mémoire, Sur 
les déformations permanentes, p. 26 : « Une valeur donnée de x correspond à 



SUR LES COURBES DE DÉFORMATION DES FILS. 439 

un élat nalurel bien déterminé du système, soit H la valeur de l'action corres- 
pondante; au point (ûTy S), la tangente à la ligne ascendante et la tangente à la 
ligne descendante (voir noire Chapitre V, p. 56) ont un même coefficient angu- 
laire, fonction bien déterminé de a: et de T (température), ol(Xj T). M. Bouasse 
introduit dans ses recherches une quantité qu'il désigne par r(x,ï) et nomme 
quantité caractéristique; à la définition qu'il en donne on reconnaît sans peine 

que T(x, T) = -- — ^r^- • Or il résulte des expériences de M. Bouasse que, si les 

deux actions X© et X| (couples limites du cycle) ont agi pendant un temps con- 
sidérable, la tangente en Nq (un des bouts du cycle) à la ligne descendante NqA 
(un des côtés du cjcle) et la tangente en N| à la ligne N| A (l'autre côté du cycle) 

ont respectivement pour coefficient angulaire yt, wrr» fr. ?pT* » 

M. Duhem n'a pas ouvert mon Mémoire ou ne m'a pas compris» J'aurais 
trouvé naturel que M. Duhem discutât mes résuflats. S'il est possible de fixer 
un petit cycle, n'importe où dans le plan, avec une approximation quasiment 
indéfinie, il faut que la ligne des états naturels de M. Duhem passe par tous les 
points de ce plan, ce qui est absurde. Aussi M. Duhem veut-il absolument que les 
cycles se fixent toujours sur son introuvable ligne, et que la constante F, qui est 
simplement la constante purement élastique, coïncide avec le coefficient angulaire 
de sa tangente. 

M. Duhem redoute par-dessus tout de reconnaître que mes idées diffèrent de 
celles de Wiedemann et de Cantone. Au lieu de me citer tout de travers, il aurait 
mieux fait d'utiliser la bonne volonté de ses élèves à des vérifications précises. 
C'était un intéressant sujet de thèse que rechercher, par des méthodes correctes, 
toutes différentes par conséquent de celles de M. Lenoble, la distribution des petits 
cycles limites dans le plan allongement-charge. 

Quant à la Thèse de M. Chevallier, elle se réduit à nous apprendre que le re- 
cuit n'est pas instantané. On y trouve, cependant, des traits amusants. Nous 
avons vu plus haut M. Duhem découvrant la méthode des expériences croisées ; 
M. Chevallier nous le montre inventant la méthode des oscillations de lempéia- 
lure. Que va dire M. S. Young dont les expériences à température oscillante ont 
suggéré à M. Marchis l'idée des siennes? Que M. Duhem s'en prenne à lui si 
nous n'admettons pas ses titres de priorité : il nous a rendu difficile sur de 
pareils sujets. 

On trouvera des résumés des travaux de MM. Chevalier et Lenoble dans le 
Journal de Physique, 
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NOTE SUR LES LIMfTES D'ÉLASTICITÉ, LA CHARGE DE RUPTURE 

ET UNE LOI DE SUPERPOSITION. 

A propos de deux Mémoires de M. Coloman de Szily. 

[liésistivité et torsion {Journ. de Phys., 3" série, t. V[II, p. 329). — Essais à la traction de 
cylindres creux soumis à des pressions intérieures, Budapest, 1901.] Comparer ce qui suit avec 
l'analyse de M. Bouty {Journ. de Phys., 1902). 

Le Mémoire de M. de Szily sur les essais à la iraclîon renferme une première 
partie 011 l'auteur s'efforce de démontrer l'exactitude de la théorie de l'élasticité; 
je n'en parlerai pas. Je constate seulement, en passant, qu'après tout ce qui a été 
fait depuis 70 ans sur celte théorie, il faudrait des expériences bien probantes 
pour la faire rejeter. Celles de M. de Szily la confirment : tant mieux. Mais 
je crains que, si elles l'eussent infirmée, il en eût été ni plus, ni moins. Je ne 
veux pas dire du mal des machines industrielles : tout de même, on possède 
des techniques plus précises que celles utilisées dans ce Mémoire. 

J'arrive à la seconde partie où sont étudiées certaines déformations permanentes. 
11 s'agit de cylindres creux allongés par traction, supportant ou non des pressions 
uniformes intérieures. Je laisse de côté tout ce qui a trait à la limite d'élasticité, 
au commencement des grands allongements et à la charge de rupture. Depuis 
bientôt 10 ans que j'étudie les déformations permanentes, je ne suis pas parvenu 
à comprendre ce qu'est la limite d'élasticilé. Les courbes de traction et de torsion 
sont continues et ne présentent jamais de points anguleux. Ce sont, si l'on veut, 
des droites pour de petites déformations; puis insensiblement elles deviennent 
plus ou moins paraboliques. Dire à quel momeni, elles cessent d'être droites est 
un problème à peu près aussi bien posé que celui qui consisterait à dire à quel 
moment une tangente se sépare de sa courbe. C'est une affaire d'appréciation qui 
n'a rien de scientifique. La notion de limite d'élasticité peut intéresser les ingé- 
nieurs, sans avoir de valeur aux yeux des physiciens. 

Si j'ignore ce qu'est une limite d'élasticité, j'ignore bien davantage ce que peut 
être le commencement des grands allongejnents. Il n'y a pas de raison pour ne 
pas continuer dans celle voie et ne pas parler de moyens allongements, de très 
grands allongements. Celte seconde limite a encore moins de sens que la première. 

Quant aux charges de rupture, elles n'ont guère d'intérêt scientifique. La 
manière dont se fait la rupture a certainement une importance scientifique capi- 
tale^ mais la moindre hétérogénéité modifie considérablement la charge de rup- 
ture ; de sorte que des fils ayant présenté des phénomènes identiques de défor- 
mation peuvent rompre sous des charges les plus diverses. 

Tout ceci éliminé, il ne reste du Mémoire que la comparaison des courbes de 
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traclion pour des cvlindres creux supportant, ou ne supportant pas de pressions 
intérieures. Voici les résultats. 

Soient/*! Taire de la section interne du tube creux, f Taire de la section annu- 
laire du tube. Soit/? la pression en atmosphères; la pression en kilogrammes par 
millimètre carré est 0,0 1/> environ. Elle s'exerce sur le fond du vase, donne une 

force o,oi/>y/, qui se transmet au tube pour produire une traction de — — -J-^ 

en kilogrammes par millimètre carré. La traction extérieure étant P, la traclion 

totale est ' ^-^ • 

Soit, par exemple, fi=^ 53i, /:= 181, p = 2.00; la traction est 5''^, 9 par milli- 
mètre carré. La charge de rupture pour la matière utilisée est de Tordre de 4^''* 
par millimètre carré. 

Ceci posé, je lis page 38 : « Si Ton construit les diagrammes de Tessai de trac- 
lion, on constate que les diagrammes dessinés avec les tensions P, dans les essais 
avec pression intérieure, coïncident avec les diagrammes des essais ordinaires 
[sans pression]; la marche de l'expérience est indépendante de la pression inté- 
rieure. » Pour juger la valeur de cette affirmation, je transcris les nombres. H y a 
deux expériences sans pression; je donne la moyenne des résultats ; je fais de 
même pour les deux expériences avec pression. P| est la charge brute en tonnes; 
il faut diviser par 181 pour avoir la charge P en kilogrammes par millimètre carré; 
A/ est Tallongcment en centimètres de Téprouvette dont la longueur utile initiale 
est i5*^"\ La charge brute qui résulte de la pression de 200"^™ est environ j*,o6. 



Pr 



^\b. 



I. Sans pression.... À/=o,o8 

II. Avec pression . . 0,18 



Différences 

Différences relatives. 



OjIOr 



5^ 



0,22 
0,28 

0,06 
24 «/o 



5S5. 


o,36 

0,45 



o ,09 



22 0/0 



6». 

c 

0,59 
0,72 

0,1 3 



20 0/0 



GS5. 

c 
0,9» 



I ,10 



0,19 



7^ 



c 

i,5o 

1,83 

0,33 

20 0/0 



On nous donne comme identiques des nombres qui diffèrent de 20 pour 100 
les uns des autres. Prenons les A/ en abscisses, les P en ordonnées : évidem- 
ment la courbe I est au-dessus de la courbe IL Portons au contraire P -h 5,9 
(c'est-à dire les tractions réelles) en ordonnées pour la courbe II, la courbe 1 est 
au-dessous de la nouvelle courbe IL En définitive, les courbes construites avec les 
tractions réelles montrent que le cylindre, pressé intérieurement, s'allonge moins, 
pour une même traction réelle, que celui qui ne Test pas. On peut dire que la 
pression intérieure augmente Técrouissage pour un môme allongement. Voilà 
longtemps que je répète que Técrouissage dépend, non seulement de la défor- 
mation, mais des forces sous lesquelles elle est produite. J'ai prouvé en particulier 
qu'un même allongement effectué avec ou sans filière, par conséquent avec ou 
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sans pression s^exerçanl sur la surface extérieure, produit des modiGcatîons très 
difierentes. Les choses se passent de même pour des pressions intérieures, d'après 
les expériences de M. de Szily. 

Je conteste, non pas l^inlérét de ce résultat, mais la généralisation inacceptable 
que IVL de Szilj' veut en faire. Après avoir admis une coïncidence, qui n'existe 
pas à 20 pour loo près, il en déduit une loi de superposition qui n'a malheureuse- 
ment autïun sens et qu'il me paraît inutile de discuter. Sachons donc proportionner 
nos .conclusions à l'ampleur de nos expériences. Quatre essais prouvent qu'une 
press-ion intérieure relève la courbe de traction : ayons le bon sens de n'en pas 
tirer un« théorie générale des déformations permanentes. 

M. de Szilj ne s'en tient pas là : il énonce « une seconde conclusion d'impor- 
tance capitale : ce n'est pas la tension maximum^ mais la dilatation maximum qui 
est le principal facteur dans la destruction du matériel ». Ce n'est ni r une ni 
l^ autre : tout inten^ient. Ces discussions sont oiseuses : je laisserai les ingénieurs 
épiloguer tout à leur gré sur des propositions qui n'ont même pas de signification 
précise. 

M. de Szily a fait paraître en 1899, dans le Journal de Physique, un travail sur 
la variation de résistivité avec la torsion, qui prête à de bien graves critiques de 
méthode. 

Il parle de limite d'élasticité : il est entendu que cela n'existe pas. « J'ai con- 
staté, dit-il, que la résistance du fil ramené, par des torsions inverses, à sa posi- 
tion initiale, va en diminuant avec le temps. . . . On sait qu'en faisant subir à un 

fil une forte torsion et en le laissant ensuite reprendre son état non déformé >j 

M. de Szily croit-il que, quand on revient au couple nul, on laisse reprendre au 
fil un état non déformé? ou que, quand on ramène son extrémité inférieure à l'azi- 
mut initial, la déformation est nulle? ou qu'alors l'écrouissage est annulé? 
Quelque soil le sens qu'on veuille attribuer aux phrases citées, elles sont lourdes 
d'erreurs. 

La question de la résistivité en fonction de la torsion est à peine posée dans le 
travail que je critique. Que se passe-t-il le long d'une courbe de torsion? le long 
des courbes de délorsion? Une part de l'accroissement de résistance est-elle fonc- 
tion déterminée du couple actuel? Quelle est la loi de variation à couple constant? 
à azimut constant? Quand un fil à peu près parfaitement élastique oscille, existe- 
t-il une variation périodique de résistance? etc. 



NOTE SUR LA COHÉSION DES LIQUIDES. 

Nous savons depuis longtemps qu'on peut obtenir de l'eau à plus de 120** sous 
la pression atmosphérique : comme à cette température l'équilibre entre l'eau et 
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sa vapeur n^esl possible que sous la pression de 2*^"* environ ^ on peut dire que 
l'eau montre dans ces conditions une cohésion de i*^™. ( Fo/r Da^uïn, t. II, p. Sôg.) 

Il était tout naturel de se demander ce qu'il adviendrait à basse température, 
par exemple au voisinage de 0° : l'analogie amène à penser que l'eau supportera 
sans se volatiliser une traction uniforme y seule genre de traction que sa 
nature liquide puisse tolérer. L'expérience a été faite, voici 3oans, par Pacinolti 
{Journ, de Phys., 1873, t. II) et réétudiée par le même auteur (Journ. de 
Phys., i883, t. II). Il indique qu'à la température ordinaire on peut exercer sur 
de l'eau une traction uniforme de près de 30*^™ de mercure. 

Voici donc un premier aspect de la question, la possibilité des tractions uni- 
formes considérée comme une extension des retards d^ébullition. 

En voici un second, non moins classique, qui nous amène à définir Fatlraction 
par centimètre carré à travers un plan entre les masses, situées de part et d'autre 
de ce plan, d'un liquide indéfini. On reconnaît à cette définition la pression molé- 
culaire de Laplace, la fameuse intégrale K, qui revient d'ailleurs à chaque page 
dans le Mémoire classique de Van der Waals. Evidemment cette grandeur est une 
limite supérieure de l'effort à effectuer pour partager un liquide normalement à 
un plan; c'est donc, depuis Laplace, une limite supérieure de la cohésion. Il peut 
se faire d'ailleurs que l'équilibre devienne instable pour des tensions uniformes 
moindres; en tous cas, il est intéressant de connaître quel est son ordre de gran- 
deur. Tout le monde sait, sans avoir lu Laplace et parce que ça se trouve dans les 

traités classiques, que l'intégrale K est de l'ordre du quotient — où e est le rajon 

d'activité moléculaire et H la tension superficielle au facteur ^ près. 

Des considérations bien connues ont permis à Van der Waals de fixer l'ordre 
de grandeur de la pression intérieure. On les trouvera page 239 de la traduction 
française. Par exemple il indique 10700**"* pour l'eau 1 

Dès i85o, Berthelot trouve qu'on peut obtenir de l'eau sous une traction uni- 
forme qu'on peut évaluera plus de loo"*". Et par un calcul basé simplement sur 
l'ordre de grandeur des quantités K et H, de Heen, dans son Traité sur la chaleur, 
porte à i4o**™ cette cohésion (1894). 

La question de la cohésion des liquides n'est donc pas nouvelle; et je m'étonne 
qu'il ne se soit pas rencontré à la Société de Physique, le 2 mai 1902, une voix 
pour empêcher MM. Leduc et Sacerdote de découvrir cette Amérique. Que penser 
de cette affirmation {Journal de Physique, t. I, 1902, p. 3^3) : « La question 
de la cohésion des liquides restait donc entière. Y a-t-il ou n'y a-t-il pas cohé- 
sion, et, si oui, quel est son ordre de grandeur. » Toutefois, il serait fort indiffé- 
rent que ces auteurs, refaisant les expériences de Pacinotti, nous annoncent gra- 
vement que : « par un raisonnement approximatif, [ils ont] pu se rendre compte 

que la cohésion doit être de l'ordre de — » (ce qui est connu depuis un siècle); 
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malheureusement, au lieu de répéter seulement ce qui était connu, il ont énoncé 
une série de propositions erronées, enregistrées par le Journal de Physique, 
qu'il ne faut pas laisser passer dans l'enseignement, et qui montrent que les 
auteurs connaissent aussi bien les déformations des solides que celles des 
liquides : 

« Le simple fait qu'une corde, ou lige de verre ou de métal, etc., fixée à sa 
partie supérieure, ne se rompt pas malgré la pesanteur, monlre qu'il existe, entre 
les tranches consécutives du solide, des forces de réunion Ailes forces de cohé- 
sion, dont la valeur par unité de surface est supérieure h-y p désignant le poids 

de la tige et s sa seclion. 

» De môme, si Ton arrive à réaliser une colonne liquide continue fixée par sa 
partie supérieure, on pourra affirmer que ce liquide est doué de cohésion et que 

celle cohésion est supérieure à— > /> désignant le poids de la colonne liquide et s 

sa section. » 

Sans s'en douter, MM. Leduc et Sacerdote donnent, par cette phrase, au mol 
cohésion un sens (II) opposé au sens traditionnel pour les liquides. Quand je lis, 
dans leur réponse à des critiques par moi adressées, « qu'ils ont appliqué à la 
rupture la notion de cohésion des Trailés classi(|ues, sans se préoccuper de son 
origine », je conviens que cela se voit de reste. 

L'expérience qu'annonce logiquement la phrase précédente est celle du compte- 
gouttes; nous avons bien alors une colonne liquide suspendue par sa partie supé- 
rieure. La loi de Tate nous apprend alors que lout se passe comme si la cohé- 
sion (dans le sens II) était nulle, que les seules forces capillaires soutiennent la 
goutte : son poids est proportionnel, non pas à la section, mais au diamètre. Ce 
qui confond, c'est de lire (Journal de Physique, p. 38i) : « [La] grande valeur 
de la cohésion (sens I) des liquides a comme conséquence immédiate de faire 
rejeter le raisonnement classique par lequel on justifie la loi de Tate. . . . Nous 
nous proposons de revenir ultérieurement sur cette question. » J'espère, pour 
leur répulalion, que les auteurs ne donneront pas suite à leur projel. 

L'histoire de la théorie des déformations permanenle des solides consiste, 
presque en totalité, dans l'importance relative qu'on a donnée, suivant les époques, 
à la cohésion envisagée dans ses deux sens I et IL Ce qui revient au même, on se 
demande encore comment s'opèrent les cessions de la matière : est-ce parce que 
la cohésion normale (sens I) devient insuffisante (théorie de Lamé et Clapeyron)? 
est-ce parce qu'il se produit des glissements (sens II) (théorie de Coulomb)? 
Insistons sur ce que dit cette dernière théorie, parce qu'étant plus générale, elle 
nous permcUra d'exposer l'ensemble de la question. 

Coulomb soutient que les déformations ne se font que par suile de glissements 
et, par conséquent, sous Tinfluence des forces tangenliclles. Toutefois, par une 
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bizarre contradiction, il admet que s*il s^agit de traction le» corps résistent tant 
qne la traction normale reste inférieure à une certaine limite. 

Aujourd'hui on admet généralement la théorie de Coulomb, en supprimant 
la restriction précédente {voir mon Mémoire, Ann. Phys,, t. XXIII, 1901). 

Les déformations se font toujours par glissement sous Tinfluence des forces 
tangenlielles; elles sont empêchées par la cohésion (sens II). Donc, si la traction 
est uniforme, il ne peut y avoir déformation, puisqu^il n'y a pas de forces tangen- 
tielles. Toutefois, il peut alors se faire qu'une autre limite intervienne (cohésion, 
sens I), et que, passé une certaine traction normale, le corps solide ne puisse 
plus exister. Inutile de dire que l'impossibilité où nous sommes d'exercer des 
tractions uniformes normales suffisantes empêche toute vérification expérimen- 
tale sur les solides. 

Appliquons aux liquides : la cohésion (sens II) est nulle ou quasi nulle; c^est 
a définition de la fluidité parfaite. Nous nous expliquons aisément l'expérience 
du compte-goutte. 

Mais exerçons une traction uniforme normale; nous mettons enjeu la cohésion 
(sens I) laquelle peut avoir des valeurs considérablement grandes. 

Je ne reproche pas à MM. Leduc et Sacerdote de ne pas nous apporter la solu- 
tion du problème de la cohésion dans le cas des solides. Je leur reproche d'ignorer 
jusqu'au premier mot d'une question archiclassique. 

La Note qui précède était à l'impression quand j'ai reçu les Comptes rendus 
du 1 5 juillet où MM. Leduc et Sacerdote reviennent sur la question du compte- 
goutte. Ils choisissent soigneusement leurs citations de manière à trouver 
l'occasion de redresser des erreurs imaginaires. Ils étaien^t seuls à ignorer que 
les gouttes se forment par étranglement; on lit dans le Traité de M. Violle, 
page 65^ : « La gputte se gonfle... comme dans un sac élastique...; elle 
s^ étrangle à sa partie supérieure; le poids n'est pas proportionnel au carré 
du diamètre, comme cela devrait être si chaque goutte était supportée par une 
force agissant sur toute la surface du cercle de gorge. » Plus explicitement 
encore, M. Duclaux dit {Ann. Phys., t. XXI, 1870) : <x La cohésion du liquide, 
ou, en général, toute force dépendant des surfaces en contact, n*a pas d'action 
sensible. » 

Pour tous ceux qui ont une connaissance, même vague, de ce que l'on sait 
depuis longtemps sur la cohésion des liquides, les passages cités ont un sens net 
et non ambigu. 

Que MM, Leduc et Sacerdote consultent l'admirable Traité de Plateau : Sur 
la statique des liquides (Gauthier- Villars, 1873 ; 2 volumes). Ils trouveront 
Tome II un Chapitre (IX, 72 pages) sur la stabilité des cylindres. Les figures 
de la page 209 sur le sectionnement des cylindres pleins, libres et indéfinis, ont la 

Fac. de T., a' S., IV. 5^ 
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plus complèle analogie avec les figures rééditées par M. Guye dans un récent 
numéro des Comptes rendus. Or, Plateau fait observer que ce sectionnement 
se fait de même pour les cylindres laminaires, comme il est facile de le 
vérifier, d'ailleurs. Cette simple constatation suffirait pour ruiner, si besoin était, 
toute hypothèse concluant à Tingérence des forces de cohésion. 

Que maintenant la vitesse d'écoulement, la viscosité, etc. interviennent, et 
probablement aussi des phénomènes thermiques dus à Textension de la couche 
superficielle, Plateau le dit, et qui songe à le nier? M. Guye a donc raison de 
trouver que le phénomène est imparfaitement connu dans tous ses détails : il 
rendra service en Tétudiant. 

Il est donc acquis que MM. Leduc et Sacerdote n^ont fait qu'embrouiller une 
question simple. 
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L 

M. Borel a introduit (*), dans la théorie des fonctions entières d'ordre fini, la 
notion de fonctions à croissance régulière. Mais il n'a donné aucun critère pour 
reconnaître a priori si une fonction entière donnée par son développement taj- 
lorien est ou non à croissance régulière. De pareils critères semblent cependant 
indispensables au point de vue des applications. Nous nous proposons de donner 
ici un critère de régularité de la croissance et un d'irrégularité. 

Ce critère s'étend de suite aux fonctions quasi-entières. 

Il nous permet d*établir deux résultats importants dans la théorie des équa- 
tions difierentielles : 

1^ Les fonctions entières ou quasi-entières d'ordre fini, qui satisfont à une 
équation différentielle linéaire à coefficients rationnels en x^ sont à croissance 
régulière ; 

2® Les fonctions entières d'ordre fini augmentées ou non d'un polj^nome en - > 



(*) Leçons sur les fonctions entières^ p. 107. La lecture de notre Mémoire exige seule- 
ment la connaissance du Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, des Leçons sur les 
fonctions entières de M. Borel, et de notre Mémoire Sur les fonctions entières et quasi- 
entières (J, de Math., ic^2). 
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les fonctions quasî-cntières d'ordre fini, ayant un point singulier essentiel unique 
à l'origine, ne peuvent être solutions des équations différentielles F= o ration- 
nelles d'ordre A", quand F ne renferme qu'un terme eny, j'', ..., ou ^^*^ que si 
elles sont à croissance régulière. 

Nous indiquons finalement une application de ce qui précède à certaines 
équations différentielles linéaires dont les intégrales sont régulières au sens de 
Fuchs. 

II. 

Soit une fonction entière 

d'ordre p fini. Nous savons que l'on a toujours 



mP 



et, pour une infinité de valeurs de m,) 

(y) V«^>-r 



m? 



(e aussi petit qu'on veut quand m est assez grand), les autres expressions ^/ap 
ayant une valeur plus petite. Ceci a lieu pour toutes les fonctions entières 
d'ordre p, qu'elles soient ou non à croissance régulière. Il est intéressant de 
chercher à voir dans quelle limite la loi de répartition des coefficients a„,, qui 
satisfont à (y), influe sur la régularité de la croissance de la fonction, par suite, 
d'après les définitions et les théorèmes de M. Borel, sur la régularité de la réparti- 
tion des racines, de façon à savoir reconnaître a la seule inspection des coefficients, 
au moins dans des cas étendus, si la fonction est à croissance régulière ou non. 
Considérons une fonction entière 

(i) 9(j7)=^a,„j7'«. 

Nous supposons que celte fonction soit d'ordre p, et, qu'à partir d'un certain 
terme on puisse toujours en trouver un au moins sur consécutifs (0 fonction 
de m) qui soit de la forme 

(2 ) ^ HT m/"«, 

p ::= — h 3, £ IcnoaDt vors o avec 

' ni 



LES FONCTIONS ENTIÈRES ET QUASI-ENTIÈRES A CROISSANCE RÉGULIÈRE, ETC. 449 

Supposons encore que, pour les coefficienls d'indice m — i, . . ., m — 8| + i, 
m -f- I , . . . , 7?i + 82 — I (8|, O2 positifs ^i), les coefficients soient de la forme 

(3) ^-Lzz: mr- 

avec 

<y == p —in, 

y,, s finis, limités înférieurement quel que soit m; au contraire, nous supposerons 
que les coefficients d indice m — 0|, m + O2 soient de la forme (2). 
Nous savons qu'il y a une infinité de valeurs de x pour lesquelles 



l9(^)|>e^ 



>^i*i'^ 



e tendant vers o quand x croît indéfiniment. 

Nous considérerons d'abord tous les termes de cp(.r) pour lesquels (3) a lieu, 
c'est-à-dire les termes dont l'indice n'est pas 

..., m — Ôj, /w, //i -i- 0î, .... 
La somme W de ces termes constitue une fonction entière d'ordre 7 avec 

^>i -+-£' = /> -4- C,(Ç, fini), 
X 

e' tendant vers o quand m croît indéfiniment. On aura donc 

(i-H.) 

Pour que ^ soit à croissance irrégulière, il faudra que les termes de 4> — M' 
ne donnent pas toujours, quel que soit |^|, une somme d'ordre eM?"^*«. 

Posons, pour une valeur donnée de /??,/> étant, par suite, parfailcnienl déter- 
miné, 

x—yP 

et prenons 

(4) Y — e{ni^O) — e{m^'^0') avec o<0<0^, m^'Lm. 

On a 
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Ce terme sera plus pclit que ef'"i+^')'* ((T| < i) dès que 

y(6') = {nii-i- e'^i — pnii logfiH j —pm^-^-ipi — p)mi log/Wi>o. 

Nous supposons m -j- = /?ii + 6'^m*"^^* (Ç4 fixe et aussi petit qu'on veut), 

D'abord 

I 



H 



Quand nii 4- ô'^m*"*^*, on a 

pour des valeurs de <Ti telles que 1 — a*! soît fixe et > o. Par conséquent (5) aura 
lîeu pour les valeurs de mi + 0'> m\'^^* s'il a lieu pour m, 4- 0'= m\'^^*; il suffira 
pour que (5) ait lieu 

X(m\^^*— /w,) = /7i'/-^-^*'<'« — Ç^p/w, logm, — />mj4- (pj — /?)/Wi log/7i,> o. 

Il suffira de prendre (i + ^4)0-, = 1 -f- Ç'^ (^i fi^te et positif, ainsi que Ç4 — Ç'4) 
pour que (5) ait lieu, dès que nii est suffisamment grand, par exemple dès que 

Dès lors la somme des modules des termes de ^ — W d^indîce ^m se compose 
de deux parties : celles des modules des termes d'indices <[x qui esl^ 

l^[e{m^-h 0')]p'".i{m,-h 9')}^. (X, /x, fini); 
1 

celle des modules des autres termes en nombre ^m et dont la somme est 5 

<t\ — o"! aussi petit qu'on veut pourvu que m soit assez grand). 
Voyons maintenant les termes de ^ — W d'indice >> m. Nous poserons 

y = e{m -\- 0) =:e{mi — 6') avec o < < 0j, m^':> m. 
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Nous voulons 

-^{Q') z= (mi — 6')''t—nii - pm^ ~/>m, log U — — j - (/> —Pi)mi log/Wj > o. 
On a 



Prenons nii — 0'^ m',~*« 

(,_!:;)a. = i-C 

(Ç^ fixe et positif, ainsi que C4 — ^4')' 

m et m, étant donnés, ';^'(6') est alors positif si mi est assez grand; il suffira 
pour que (5 bis) ait lieu que Xy/^^i — '^î"^*) ^^^^ > o, ou 

;7in-2:j<r,_ ,n, -p/Tii — /?m, log/n,(— Ç;) — (/? — /?i)/Wi logmi> o, 

ce qui a lieu, car Ç^ étant donné, on peut prendre m assez grand pour que \p — pi\ 
soit aussi petit qu'on veut. 

Les modules des termes de ^ — W d'indices >> m sont alors tous plus petits 
que ceux de la série 



.(w-i-6) 



••y J. . 



leur somme est < ef'*+®^''~"* 



I 
I 

e 



Il en résulte que ^ esta croissance îrrégulière si l'on a, dès que m est supérieur 
à une limite déterminée, 

m 4- ^ m*+^., 

(s5 fixe, fini et positif). 

Nous en concluons finalement le résultat suivant : 

Soient m^, ni2^ » » >, les valeurs de m satisfaisanl à (2), rangées par ordre 
de grandeur croissante; si parmi elles il y a une infinité de couples de va- 
leurs nii, m2 consécutives, qui sont telles que la différence de ces deux valeurs 
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croisse plus vile que m\^^* — /ni {^^ /ini positif arbitraire)^ la /onction f(x) 
est à croissance irrégulière. 

Nous allons mainlenant, par ime méthode dlATércnlc, indiquer un critère de 
régularité. 

Soit M(r) le module maximum de cp(^) pour rr-r | j? | et 

M(r) = e'-\ 

On sait ou Ton voit facilement (* ) que, le long d'un contour C entourant rori- 

glne, 

V{z)dz 






m 4-1 



el, si (] esl un cercle de raj^on r, 



J9. 



(6) l«-nl<^ = ^'. 



avec 



(7) (7ri9-^^ 






Considérons, pour une des valeurs de m satisfaisant à (2), Péquation 
(8) r^r(Tj.= m. 

Mr étant fonction continue de r, r^'ro';. varie d'une manière continue ainsi quco-^ 
avec r, et il j a toujours une valeur de /* qui satisfait à celle équalion, quel que 
soit m, puisque 

prend des valeurs aussi grandes qu'on veut pour des valeurs de /* assez grandes. 
Soit /•, une de ces racines : 



F) 



m 

"« e^i 



d'où 



(*) BoREL, Leçons sur les fonctions entières, p. G2. 
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Prenons les logarithmes 



m 



log//i <m{- +t] log//i H l()g(e<j^,), 



(1*011, T,.^ étant positif, puisque m l'est, 

I I 

— < - -h£, 

z^^ étant aussi petit qu'on veut dès que m est assez grand. D'après (7) on aura 

(9) p -H e;,$(7r.^p + £;... 

Nous en concludhs ce lemme : 

Lemme. — Si p est V ordre d' une fonction entière d^ ordre fini, on sait quHl 
y a toujours une infinité de coefficients tels que, dès que ni dépasse une limite 

finie 

//// — I 

W^m = \ > 

m 9 

s aussi petit qu'on veut, mais fini : il y a toujours pour chacune de ces valeurs 
de m un nombre t^ qui tend vers o avec — et tel que pour 



m \P"^^« 
on ait 



_ / m y-^g' 

~ \P-+-Si/ 



?+t, 



M,= e''^'\ 

Ceci posé, soient m et m -f- deux valeurs de l'indice de am satisfaisant à ('?.) : 
les valeurs correspondantes de a*,, dans (8) satisfont à (9). 
Considérons l'équation analogue à (8) 

(10) (Jrr^rz=li; 

[jL variant entre m et m -H 0, r^r(Tr varie dans les mêmes limites d'une manière 
continue et prend toutes les valeurs comprises entre m et m -\- 8. Supposons que 
Ton puisse assigner un intervalle enlre m et m + où p — ^r^K{^ fi^^i positif 
limité quels que soient [x et m dans cet intervalle), dès que m dépasse une certaine 
limite, c'est-à-dire que la fonction <p(.r) soit à croissance irrégulière. Supposons 
en particulier que ceci ait lieu pour pL= m+X. On devra avoir dans cet inter- 
Fac, de T., a* S., IV. 58 
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valle : 

(«0 |^m|= .»' . < 



1^ 



m 
m — 

m 9 ^ /..\<y 



(--+-0 
j)Our une valeur de c telle que 

On en tire 
(i2) X = — (iogfjL — log<7) — (m logm)( - -f-e ) — ^ <o. 

Pour |JL = m, p — <T = Ç, ceci n'a pas lieu dès que m est assez grand. 
D'ailleurs la dérivée 

V' _ '" ' 

An 

est toujours négative pour [x >• m. X est toujours décroissante quand [i. croît : il 
suffira que X soit négatif pour une valeur de [x pour qu'il le soit pour les valeurs 
plus grandes : prenons [x= m (log//^ )'"*■". On a 

— [logm — loger 4- (i -i- a) loglogm] — (m log/ii) ( - -+-£ ) — m(log//j)**^«< o, 

dès que a positif fini aussi petit qu'on veut; au contraire, cette égalité n'a plus 
lieu dés que a est négatif. Elle est donc impossible si 

fJL< m(logm)'-* (a positif), 

ou, a fortiori y si 

m 4- 0< m(log//i)*-*, 

c'est-à-dire que (i i) est impossible dès que' 

m -h < m (logm)*-*. 

La fonction est alors à croissance régulière. 

Si les valeurs de m satisfaisant 3(2) sont telles que la différence de deux d'entre 
elles consécutives ni-i et ni\ (m^ >• ^i) croisse moins vite que /??! (logmi)*~* — />i| 
(a fini positif arbitraire) dès que nti dépasse une certaine limite, la fonction esta 
croissance régulière. 

En résumé, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Théorème I. — Soil 
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une fonction entière (Tordre fini ^, On sait qu'il y a, pour m assez grand, 
une infinité de coefficients a„t tels que 

/ x. '" ï 



nu 



£ inférieur à un nombre fini arbitraire aussi petit qu'on veut positif . 

ISi est un nombre positif qui croît moins vite avec m que 
/7î(logm)*~* — m {7. positif aussi petit qu'on veut, mais fini), et si, 
- H sur coefficients consécutifs à partir de a,n^ il y en a toujours un tel 
S S J que (2), dès que m dépasse une limite finie, la fonction ^{x) est à 
\ croissance régulière, 

w ( Si ^ croit plus vite avec m que m*"*"^» — m ['Qs fini positif aussi petit 

dQ Ce? \ 

« g ) quon veut)^ pour une infinité de valeurs de m satisfaisant à (2) dès 
p C \ y^^ '^ dépasse une limite finie, la fonction o{x) est à croissance irré- 
c " [ gulière. 

Remarque /. — Ce lliéorème s'étend immédialement aux fonctions quasi- 
entières : il suffira de remarquer que la fonction quasi-entière d'ordres finis 

(-3) ?(^) + ?»(0-^^'(=-=^)-^---^'*(f^)' 

OÙ 'f (3), 'fo(^)î • • -1 'fA(^) sont des fonctions entières d'ordres finis, p, po, . . ., pA, 
avec a^^ a2^* "7^ aii^ Oy a sa croissance régulière s'il en est de même 
de 'f (^)j 'fo(2)j ""I ?*(^)î irrégulière sî l'une de ces fonctions a sa croissance 
irrégulière. 

Si ^{z) n'est d'ordre fini qu'aux environs d'une partie de ses points critiques 
essentiels, les critères sont encore applicables aux environs de ces points. 

Remarque II, — Les dérivées d'ordre quelconque des fonctions entières ou 
quasi-entières d'ordre fini quelconque qui satisfont à l'un des critères du théo- 
rème I y satisfont également. Elles sont en même temps à croissance régulière ou 
ir régulière ('). 



(1) Lu même propriété est évidente pour les fonctions entières ou quasi-entières d'ordre 
fîni dont toutes les racines sont réelles (à part un nombre limiié), car leurs dérivées ont 
toutes leurs racines réelles (à part un nombre limité), les ordres subsistent par la dériva- 
lion, et, entre deux racines réelles de la fonction, il y a, en général, une racine réelle de la 
dérivée. 
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III. 

Le ihéorème I conduit à des applications importantes dans la théorie des équa- 
tions diflercnlielles. 

Théorème II. — Les fonctions entières ou quasi-entières d^ ordre Ji ni qui 
satisfont à une équation différentielle linéaire rationnelle en x ont leur 
croissance régulière» 

Soit Téqualion différentielle linéaire 

d^ Y 

avec 

(i5) ki^ a^^^ x*t -^ . ..-ha]p (/ — o, j, 2, . .., A'-f-i), 

un des a'J^ étant ^o ainsi qu\in des coefficienls a^^\ ...,ay*', q ayant même 
valeur pour tous les A/. 
Supposons que 



(i6) y=i^a,,a'' 



— «e 



soit solution de cette équation. Le terme général en x", par exemple, devient, 
pour n assez grand, 

('7) ^q ■ ^n-^ a\,^::^cx,,_^-^ ...-{- a f (x„^ç 

-f- (n -h I) a;/-^ 5C„4.,4-. . .+ a;^-»^(/i —7 + 1) Xn-q^t 
-h 

4- {n 4- /•) (n -h A — i). . .(n -h i)a\f' (Xn^k-^ - • • 

4-(/i 4- A— 7) (/z -h A — 7 — i). . .(ai — 7 4-i) a'I Xn^k-q — o, 

Le terme général en — se déduit du précédent parle changement de n en — n. 
Supposons que^ soit une fonction quasi-entière 

d'ordres p, pi, avec 

(•8) «„=— ; -) a-^.— — > 



( - -HcIn (_+£)„ 
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pour une infinité de valeurs de n^ n^^ e, ei tendant vers o respectivement avec 



I I 

- et — 

n fil 



% 



Quand on fait varier /i(ni), par exemple, il n'y a qu'un nombre limité de 
coefficients a qui figure dans chaque équation (17); à partir d'une valeur finie 
de n (ou /i|) ils doivent figurer tous dans l'ensemble des équations (17), sans 
quoi j^ contiendrait une infinité de coefficients arbitraires. 

Les équations (17) contiennent A* -h y -f- i coefficients consécutifs au plus, Tun 
des coefficients aj, . . ., a^^^ n'étant pas nul. Le coefficient de olj est d'ailleurs un 
polynôme entier en n qui ne peut être nul dès que n dépasse une certaine limite 
pour toutes les valeurs de y, sans quoi tous les aj seraient arbitraires. Nous 

aurons donc pour (17), en donnant à y une valeur /i telle quea,;=: -— -y une 

équation de la forme 

^/ï ^n -H . . . = o, 

m,t étant un polynôme entier en /z, de degré k au plus, et les autres coefficients 
en nombre limité étant de la forme —-^ -^ avec cr<p. On aura alors une relation 

impossible si un des autres coefficients n'est pas de la même forme avec p — y= sj, 
£■2 tendant vers o quand n croît indéfiniment. Par conséquent, on peut affirmer 
que, sur k -i- g -{- 1 coefficients consécutifs de^, il y en a toujours au moins deux de 

Tordre de -r-. s si n est l'indice correspondant^ de même pour les exposants 

négatifs. D'après un théorème précédent, la fonction y est donc une fonction 
entière ou quasi-entière dont la croissance est régulière. 

11 n'y a pas de difficulté à étendre ce qui précède aux fonctions quasi-entières 
de la forme (i3). La fonction 

ne peut être identiquement nulle que si tous les coefficients le sont : en efl'et, 
si ?o ( 7 )> par exemple, n'est pas identiquement nul aux environs du point ^ = o, 

'f ( - ) peut prendre des valeurs aussi grandes qu'on veut et aussi y. Posons 
alors 

j:=Y4.Yo+Y,-h..., 



Y=.9(3), Yo = 9o(^), V.^9.(Tzb;) 



è . . • 
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On aura 

¥(x,y,y, . . ., j(*>) = F{x, Y, Y', . . ., Y<*)) + F(x, Y., Y^. ...)+•• •• 

On Iransformera F(x, Y|, Y', , . . .), par exemple, en posant ;r — n,=:x,, de 
façon à le mellre sous la forme /"i [ — )• Si 

F(x, Y,Y', ...)=/{x), 
F(j?, Y«, Y',, . . .) —/a(-\, 

F(j:,Y„Y;,...)=/,(^). 



on devra avoir 



/(^)+/.(^)+/.(^)+... = o, 



Pour des valeurs des exposants de x, — » — > •••> qui dépassent une limile 

finie, tous les coefficienls de x"^ x^"% ^7"S •••» doivent être nuls, el Ton est 
conduit évidemment à des équations tout à fait analogues à (17). 

C. Q. F. D. 

IV. 

Ces propriétés subsistent en partie pour des catégories étendues d'équations 
différentielles rationnelles en j?, y^ y' . . ., y^^^- Nous allons établir à cet égard le 
théorème suivant : 

Théorème Ili. — Soit 

09) F(^,7,/,... ,7(^0 = 

une équation différentielle entière en y^ y'j . . ., y^^^ qui ne renferme qu^un 
seul terme en y^ y\ . . ., ou y^^K 

00 00 

Une des fonctions P(- j -f- ^^n^" ou P(^)-i- T^-^j où P{x) est un poly- 



nome entier, VO,|X" une fonction entière de genre ^ni, ne peut satisfaire à 



r équation (1) que si N^O,,x" est à croissance régulière. 
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En eflet, nous pourrons toujours supposer F mis sous la forme 

(19) ¥ = ^Ay'oyi.,..yi^u,^ 

les A étant des polynômes entiers en x. 
Supposons que 

(20) /(x)=:^^"^'' = P(i)+2^'-^" 

— A, 

soit solution de (19) 
On a 

y — ...4-(- /*)(— /i~i)(?-„3-"-*-h... 



(21) 



Quand on substitue ^^0/,^" dans F = o, le résultat doit être identiquement 

-X. 

nul. Nous allons chercher le coefficient de x" dans le produit 

D'abord le terme général d'exposant positif E a son exposant de la forme 

(22) E=: wî« 4-. . .4- m}(5Ci — i) -I-. . .-h/?it(ajt-- A*) 4-.. --^ mf'^{dji.— k), 

oLj ..., 8a pouvant être positifs ou négatifs, mais étant limités en valeur absolue 
dans le deuxième cas; a/ — /, par exemple, quand a/^o est tel que a/^i ('). 
Son coefficient est 

(23) B = ,,'"■'' ,, ,,'"' ,, ^î. . .e:;. . .6"''..«r:. . .aT'-. . . 



X [(a*— A -h 1). . .«^.]'"î. . .[(Ôa— A-4- 1). . .o^Ts 



(1) D*ailleurs, 8*il en était diiréremment, le coefficient B correspondant serait nul. 



-A. 
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avec 

(24) , 

( mf-t-. . .H- mf\T=zik, 

Le coefficient C de x^ dans F, après substitution à j^ de ^O/i^", est 

(25) ^aB = o, 

et l'on a, pour chaque terme correspondant de \^ A^'«. . .y^*^'*, un exposant de la 

forme 

/i iziE -h /• (r fini), 

chaque terme Aj^'o . . . j^(*)'* correspondant à une ou plusieurs valeurs de E en 
nombre fini. 

Considérons, dans chaque expression A^'«. . .j'^^^'*, les termes T de \]aB qui 

sont 7^ o et pour lesquels Tindice a' de Og^' ^^^ maximum parmi ceux qui ont 
un coefficient a'(a' — i)...(a' — k\-\-\) d'ordre maximum en a'. On l'obtiendra 
en considérant tous les termes B pour lesquels tous les indices a, ..., sauf i, par 
exemple a, . . . , 0, . . . , a*, . . . , y^ ont les valeurs minima telles que 0^ . . . Og . . . 8y^ 
soit ^ o, prenant pour le dernier indice a' (ici 8*) les valeurs qui résultent 
de w = E -{- r, et parmi celles-là celle qui correspond à la valeur minima de r\ on 
aura ici 

c'est-à-dire que les indices minima provenant de j^'«, ^'i, ...,y^*^'*i sauf l'in- 
dice a' (ici 0)t), seront respectivement égaux entre eux. Il n'y aura dans 

Ar'o. . ./^*^'* qu'un T| de la nature T qui corresponde à^^*«) ', c'est-à-dire pour 
lequel le coefficient a' soit un des indices a^;, ..., 8;^;, pourvu que zV, soit yt£o. 
Parmi les termes T analogues correspondant à A^''». . .j^^^*'*, si /V est l'exposant 
d'indice le plus élevé qui soit ^o parmi les exposants /q, ..., /*, nous choisi- 
rons celui qui a pour coefficient a (a' — i)...(a' — Ar'+i). C'est évidemment le 
terme T cherché : il est unique. 

Si F = N Aj^'p . . .y ^*^'* contient d termes A^'o. . .^(*^*, il y a rf termes de 

«B de la nature T. 
Les coefficients B correspondants, en nombre fini, sont de la forme 

B'= \^,0^,oL'{oL'— i). . .(a'_ A^'h- I), 



2 



B, étant une constante et k' ^k^ a' différant de n d'un nombre fini (*). 
( ' ) a' n'a pas forcémenl la même valeur pour tous les termes B'. 



LES FONCTIONS ENTIÈRES ET QUASI-ENTIÈRES A CROISSANCE RÉGULIÈRE, ETC. /|Gl 

Par hypothèse, il y a au moins un terme en ^^*^ : supposons qu'il n\ en ail 
fju'un : le terme B' correspondant sera de la forme 

(26) 6''=: Bj^a-a'^Ca"— !)...(«''- X-+-I) avec B,7^o. 

Pour de grandes valeurs de a, il ne pourra se réduire avec aucun des termes B', 
au moins tant qu'on ne spécifie pas les valeurs des : il ne pourra donc être de 
module supérieur à la somme des modules des autres termes. 

Supposons qu'il y ait plusieurs termes en >'f*^ : il pourra y avoir plusieurs termes 
de la forme aB"^o analogues à T contenant un même coefficient 8a' analogue 

il Ua' et donnant dans \]rtB un total 

(27) T, = (^ a'B,\ QoL- oL'ioL"— 1). . . {ol"— k 4- i). 

Si ï| ^ o, les autres termes de N «B qui contiennent Oa- étant en nombre li- 

ujilé et d'ordre Sol"(ol" — i). . .(a'' — k -\- 2) ne peuvent se réduire avec T| : T« 
devra donc se réduire avec l'ensemble des autres termes, et la somme de leurs 
modules devra alors être d'ordre de grandeur au moins égal à celui de T|. Si 
T, = o, on a 

quel que soit a; les termes de T provenant de y^^^ n'interviennent plus. On peut 
considérer les termes en ^^*~*^ et l'on raisonnera dessus de la même manière : 
le coefficient de ^ar^"{^" — 0* • •(*'' — ^ "+" ''^•)' ^t'^' étant aussi grand que possible, 
est nul ou non, celui de &«• ^c''' ( a'' — i). . .(a''' — A' -+- 1) l'étant : s'il ne l'est pas, 
il doit être d'ordre de grandeur ^ la somme des modules des autres termes; s'il 
l'est, on considérera les termes en^^*~2\ etc. 

S^il n!y a dans F qu'un terme en j^*' pour une valeur o^k'"^ k, l'ensemble 
des termes d/e N aB qui contiennent 0»' doit être d'ordre de grandeur 5 l(i 
somme des modules des autres termes. 

Admettons qu'il en soit ainsi. 

Supposons alors que ^Om^"' soit une fonction entière à croissance irrégulière. 


On aura, pour une infinité de valeurs de m, 

(•28) 0.,,^ ' 



- (I + S) 
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p clanl l'ordre de la fonction entière; pour les autres valeurs, 



(29) ô,n = 



I 



m 



» 



p — 0" étant fini, positif et limité inférieurement. Déplus, si m-j et mi(m2>> //ii ) 
sont deux nombres m consécutifs pour lesquels (28) a lieu, on a une infinité de 

valeurs de /W|, telles que 

1 
(3o) fni^nii{\ogmiy (théorème I). 

Supposons encore que a" soit une de ces valeurs m,. La chose est possible, 
quel que soit nit (pourvu que nit soit assez grand); car, les autres indices du 

terme 0'^'. • .Ô^^i?. . . étant fixés comme il a été dît plus haut, pour la détermina- 
tion de ol", n restant arbitraire, on en conclut une relation 

Ts étant une constante parfaitement déterminée la même, quel que soit n : pour 
choisir x"= /Wi, il suffît de prendre n = in^ -r ts. 

Les autres termes, pour lesquels les indices sont ^ a" et £a"-f-/*' (/-'fini), 
sonl tous de la forme 

P^a • • • ^«k • • • » 

les a, . . . , ajt, ... étant en nombre limité et '^ P^' (P maximum des quantités 
P = /'o -h /« + • • • -h «a), avec 

(3i) mja -f". . .H-/7î/j^ôx— n — /•% 

où r" est fini et peut avoir plusieurs valeurs. 

Pour chacune de ces valeurs de /•", cherchoas un m<aximum de [Ji^ï' . . .^ï^ .... 
On a, |ï, étant positif, 

(32) 0^^ = \ (;3,^a" ot ^a"-h/-;„ A^ limité). 



Désignons, pour plus de commodité, par p,, ..., p/ les modules des quan- 
tités a, ..., ttA, ... en nombre /, chacune étant comptée autant de fois que l'in- 
dique son coefficient m", . .., tn'l^ respectivement dans (3i). On aura, d'après (S-?), 

(^>;''../7ï\^...)-' = Â-,;37....,37' (X-, fini) 

(33) ; 

avec 

|3, 4-. . .4- i3/= n -h/-, (/•, fini). 
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Parmi les quantités toutes de même signe ^i, ..., ^z, il j en a alors une, |j/ 
par exemple, qui est la plus grande en valeur absolue, et Icilc que 



(3i) 1?'- 



n -h /•, 
/ 1 :- — 7 — 



Pour cette valeur T/?p — Ç (Ç fini, positif, limité), car 



/i -+-/*, \ . / /^ -+- /•, 



2 



(3,(log.3,)'^:^jlog(^:i^j >« + /•„ 

quel que soit le nombre fini ra dès que n est assez grand. On pourra poser 

(35) <7/ia'=p~-C. 

^/ étant supposé fixe, cherchons un minimum de 

p, pi-. j_ • 

(37«...(37ii'^((3?'...[3?lv)P' (*) 
avec 

J3|-f-. . .-+- (3/_, ~ const. = n -\- r\ — P/. 

On a, en prenant les logarithmes, 

i-il0g|3|H-.. .-h i-^— i-log(3/_,5 — ^^-^ î-^-^ OJII—L, 

ai o"/-! pi 

et 

^((3ilog(3,4-...-h(3/_,log(3/.,) — o, 

(I -4- logp,) ^3i ^- . . . 4- (, -H log(3/_,) tf(3/_, = o, 
ou enfin 

o = (log(3,- log(3/,,) t/(3,4- . . . 4- (log(3/_,- log(3/-0 ^P/-î. 
é/jïi, ..., ciPi_2 sont ici indépendants. Donc il faut 

La valeur correspondante de (PÇ*. . -P/il')^' ^^^ 

n-»-r. — P/ 



C 



/-I 

C'est un minimum, car, par exemple, elle est inférieure à la valeur obtenue en 



(1 ) p^= p -{- z^ I e I aussi petit qu'on veut, mais fini. 
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f'aisanl |3| = . . . = P/_2 = i , 

qui est 

/n- r, -- pi — / •+- J 

(/iH-ri — [3/— /h- 2) P^ 

dès que /> i, ce que nous supposerons provisoîremenl. Dans cette hypothèse, 
on a donc 



D'aiilre part, 



_v_P'i^-.« , «-<-''i-P/.„„'« + n-?/ 



logH = X.= ^logp/+ p'^ " ^log ^_^ 

il pour dérivée en P/ 

Xi = -7 (' + ÏOgP/) - - log \ ^ - - 



De même 



= ^, ^og?i- ^ log(/i 4- r,- (3,) -H ^^7 H- ;^ log( / - i) - i- 

0- Pi 0- p, p, 



x" — — ! I- 



a' (3/ p,(«-f-rj — (3,) 



qui est toujours positif pour ^/^ — j — -» \.\ est une fonction croissante de ^/ : 

/i I /• 
sa valeur minlma a donc lieu ici pour P/== — i — -i c*est 

-7-4- -log(/— I)- -- + -7 log j-^ --10g(/l-+-/'t)— TV- 

0- Pi pi 0- / pi l 

Pour /i assez grand, cette valeur est toujours positive, et dès lorsX, est ici tou- 
jours positif. Par suite, X| croît avec ^i dès que ^/^ — ^ — -f et 



n-¥-r 
n-hr, ; — 



/t4-/'| — p/ /n-r, / /i -4- /*| 






"=??(^^^^^) " î(^) 



/-i 

n-f-r, n-f-r, 



-' (/-l) 



/i-f-rA '^' / /2-4-/-A 'P 

n -^-r^ n -4- r, / 1 J \ 

_//^-l-^l\ P' ( n -h f\\ ' •*^' P'^ 
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Finalement, d'après (33), 

K^)"('^)"'""'J • 

Cette inégalité resie évidemment vraîc quand /= i. 

Le nombre des termes de > aB est d'ailleurs ^ au produit d'un nombre limité 
par le nombre des solutions de 

/i -h /'i = m J a 4- . . . -h m^ «A -h . . . , 

a, ..., oi/f ne pouvant être négatifs que si leur valeur absolue est limitée, et /•, 
n'ayant qu'un nombre limité de valeurs. Ce nombre de termes est alors ^w^, 

ÎJ étant limité : la somme des modules des termes de ^aB autres que ceux qui 

contiennent 8»* est d'ordre 



n' 






(C' limité), 



/i 



C-ir) 



/i étant la plus grande des quantités /, qui sont limitées. Cette somme est 

évidemment d'ordre 

I 



< 






qui est l'ordre des termes Ox-a". . .(a'' — A'+i), et, par conséquent, \^aB ne 
peut s'annuler contrairement à ce qui doit avoir lieu si ^0/i.r" est solution de 

-X. 

F = o(«). 

La même démonstration s'applique aux fonctions quasi -entières d'ordre 

fini ^ ~T • '' ^y ^ presque rien à y changer. 
Nous concluons finalement ce théorème : 



(1) Chaque fois que l'on pourra établir, pour une équation diiïércnticlle rationnelle F = o, 
Texistencc d*un terme ^o analogue à (^.G), on sera évidemment conduit aux mêmes conclu- 

sions et ^0,43?» ne pourra être solution de F = o que si elle est à croissance régulièie. 
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Ïhkouème m. — Soit 

(«9) ^^^^yy^fy ...,yf*>) — o 

une équation différentielle entière en y, y, . . ., JK^*^ q^ti ne renferme qu' un 
seul ternie en y^ y\ , , , ou y^^\ 

Une des fonctions P( — ) -\'^J^n^'^ ou P(^) + T]-^' P(^) ^^^^^^ tin poly- 



nome entier et \^0,,:c" une fonction entière d^ ordre fini, ne peut satisfaire 



^> C équation (19) y/^e 5£ ^^^/i^" ^ ^^ croissance régulière. 



Remarque I. — Nous croyons utile d'insister sur une conséquence des résul- 
tats qui précèdent : nous avons vu antérieurement qu'il y avait des catégories 
étendues de fonctions entières ne satisfaisant à aucune équation différentielle 
rationnelle (*), pourvu que la décroissance des coefflcients fût suffisamment 
rapide. Il résulte de ce qui précède que, quelle que soit la rapidité de décroissance 
des coefficients pour les fonctions entières d'ordre fini, la généralité de ces 
fonctions ne comprend aucune solution des équations difTérentielles linéaires 
rationnelles, ni même de catégories étendues d'équations différentielles ration- 
nelles non linéaires. 

C'est un résultat plus précis, mais moins général jusqu'à nouvel ordre, que 
celui que nous avons obtenu par extension d'un théorème connu de M. Cantor, 
aux équations différentielles rationnelles. 



V. 

Le théorème II peut s'étendre aux solutions générales ou non de certaines 
équations différentielles linéaires dont les coefficients sont des poljnomes entiers 
en X, 

Soit l'équation différentielle 

où Aq, .... A,, sont des poljnomes entiers en .r, que l'on peut supposer premiers 
entre eux. 



('} Journal de Mathématiques, 1902, p. 37. 
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On sait, et l'on voit sans peine, par le changement de variables 

cl l'application d'un théorème de Cauchj (*), que les seuls points critiques 
à distance finie des solutions de (i) sont les zéros de Ao. 

Si Aq se réduit à une constante, (i) n'a aucun point critique à dislance finie. 
L'intégrale générale est une fonction entière : le théorème II s'applique. 

Sinon, soit 

grâce à un changenjcnt de variables simples, on peut toujours supposer 

rt~i, b=:o, \qz=ixV- (|ul entier). 

Soit /• une racine de l'équation déterminante : on a une intégrale 

Supposons encore que (i) ait ses intégrales régulières, au sens de Fuchs : l'on 
sait qu'alors [x^n, A/ étant divisible par x^~^, si [x^/. En multipliant tout 
par j:"~t^, on peut supposer u = n. Cherchons l'équation différentielle à laquelle 
satisfait ito', on a 



i)jr''-\ 



avec 

Aa = A;^. x'*-* et ^l'i — A, 

\'f. étant un polynôme entier. 
On aura ainsi le terme 

avec 

n — k — / - o. 

d"~^''^ft 
Donc x'' sera en facteur, et le coefficient de - . ,,. - ^_/ est divisible par .r" ^ '. 

Su|>primons le facteur x*'. 

L'équation en Uq sera encore une équation différentielle linéaire de la forme (i), 
avec [i. = «, ajant ses intégrales régulières. Mais la racine de l'équation détermi- 
nante qui correspond à x'' sera nulle. 



(*) VoiVf par exemple, Cours d'Analyse de rÊeole Polytechnique. 
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La solution Uq correspondante n^a plus de point critique à distance finie, et 
est monodrome dans tout le plan : c'est donc un polynôme ou une fonction 
entière. 

Dans le second cas, Féquation différentielle en Uq est de celles auxquelles notre 
théorème II est applicable. Si Uq est de genre fini, elle est à croissance régu- 
lière. 

A titre d'exemple d'application des considérations précédentes on peut citer 
Téquation de Bessel. 

Les mêmes considérnhons sont applicables au cas où il ^r a plus d'un point 
critique, mais où tous les points critiques à dislance finie autres que x = Xq (l'on 
peut toujours supposer comme tout à l'heure Xq = o) sont des pôles pour Tinlé- 
grale générale. On a un système de n intégrales indépendantes (*) 



avec 



6, = Aog{x — Xf^), 



m m 






f/o, «I, ... sont des fonctions quasi-entières n'ayant à distance finie que des 
pôles : si Uq est d'ordre fini, Uq est à croissance régulière. 
Nous pourrons ainsi énoncer le théorème suivant : 

Thkorème IV. — Soit une équation différentielle linéaire 

fin y d"-^Y 

dont les coefficients sont des polynômes et dont les intégrales sont régulières 
à distance Jinie au sens de Fuchs, Si tous les points critiques à distance finie 
autres que x = Xq sont des pôles pour l'intégrale générale, il y a un certain 
nombre d'intégrales de la forme {x — x^Yu^ oii Uo est une fraction ration- 
nelle ou une fonction quasi-entière n ayant d'autres points critiques à 
distance finie que des pâles (c'est-à-dire la somme d'une fraction rationnelle 
rt d'une fonction entière) : Uq ne peut être d'ordre fini que si sa croissance 
est régulière {au sens de M. Borel), 



(^ ' ) Les coiiîiitlôrallons ci-dessus sont des généralisations de considérations dues à liai- 
phen. — Voir Joudan, Cours d\'ina/yse de rEcole Polytechnique, l. III, 1887, p. -211. 
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V équation de Bessel est de celles auxquelles ceci s* applique. 
Si Ao=const., V intégrale générale est un polynôme ou une fonction entière 
qui ne peut être d* ordre fini que si sa croissance est régulière (* ). 



(1) Ce théorème ne doit évidemment être considéré que comme un cas particulier : il 
appelle bien des extensions. 
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1. Une éclipse totale de Soleil eut lieu le 28 mai 1900. La totalité était visible 
en Europe, sur une mince bande de terrain, allant d^Ovar en Portugal à Santa- 
Pola près d'Alicante en Espagne. 

L'Université de Toulouse pensant qu'il y avait grand intérêt à observer un 
phénomène aussi important et aussi rare, ayant lieu dans une région si voisine 
de la nôtre, voulut bien me faire l'honneur de me charger d'une mission, en 
m'adjoignant M. Carrère, mécanicien à l'Observatoire. Le Conseil de l'Univer- 
sité vota, en outre, un crédit suffîsant pour nos frais de voyage, d'installation 
et de séjour. 

La station choisie fut la petite ville d'Elche, située à côté d'un grand bois de 
palmiers, à aô"*™ au sud-ouest d'Alicanle. 

De son côté, l'Université de Montpellier organisait, dans les mêmes condi- 
tions, une mission analogue composée de MM. Lebeuf et Meslin, professeurs à la 
Faculté des Sciences. Les deux missions convinrent de se réunir et d'opérer côte 
à côte. 

Les instruments, dont nous donnerons plus loin l'énuméralion, qui servirent à 
M. Lebeuf et à moi-même, furent obligeamment mis à notre disposition par 
M. Baillaud, directeur de l'observatoire de Toulouse. Je tiens à lui exprimer ici 
toute ma gratitude, non seulement sur ce point, mais encore pour toutes les faci- 
lités qu'il nous a données pour la préparation et l'exécution de notre mission. 



f\']1 II. DOUAGF.T. 

Sauf quelques généralités indispensables, concernant notre installation com- 
mune, on ne trouvera dans les pages qui suivent que le Rapport de la mission 
de Toulouse. Des difficultés matérielles d^impression m'ont empéclié de joindre, 
pour constituer un travail d'ensemble, mes notes à celles de MM. MesHo et 
Lebeuf. N'ayant pas voulu retarder outre mesure cette publication déjà bien 
tardive, j'ai dû publier mon rapport séparément, tout en prévenant le lecteur, car 
je ne voudrais pas qu'il s'élevât, dans son esprit, le moindre doute sur la bonne 
entente et la cordialité parfaite qui n'ont cessé de régner enire nous pendant 
le grand mois que nous avons passé ensemble à Elcbe. 

2. Voici les instruments dont nous disposions : 

1° M. Meslin avait emporté une chambre prismatique à réseau Kowland avec 
un liéliostat, destinée à l'observation spectroscopique du phénomène et une 
lunette raccourcie de Steinheil pour la photographie de la couronne solaire. 

1^ M. Lebeuf devait déterminer la latitude de notre station avec un cercle 
méridien portatif d'Eichens. Ce cercle, prêté à l'observatoire de Toulouse par 
l'observatoire de Paris, avait été mis à notre disposition par M. Baillaud. 

D'autre part, M. Lebeuf devait observer les contacts avec une excellente 
lunette de Secretan de io8""* d'ouverture et de i65^"* de distance focale. Cette 
lunette, montée sur un pied équatorial métallique, fut pourvue par M. Carrère 
d'un oculaire solaire et d'un mouvement d'horlogerie appartenant à l'Université 
de Montpellier. 

3" Deux chronomètres de temps sidéral, l'un de Fénon (n** 36) battant la 
demi-seconde et l'autre de Breguet (n*' 999) battant les quatre dixièmes de 
seconde. 

4° Une lunette photographique de MM. Henry, de 160™™ d'ouverture et de 
90*^" de distance focale. Cette lunette, fixée sur un pied équatorial en bois, 
muni d'un mouvement d'horlogerie, devait me servir à prendre des photogra- 
phies de la couronne solaire dans des conditions variées. A cet effet, M. Carrère 
avait très habilement combiné et construit un revolver photographique, permet- 
tant d'utiliser huit plaques 6^ X 9*^", sans perte de temps. 

Les deux dessins ci-après représentent ce revolver {fig» i et 2). 

Il consiste en une roue sur la jante de laquelle sont montées les huit plaques 
Pi, P,, ..., Pg dans de petits châssis métalliques vendus dans le commerce pour les 
photo-jumelles. Cette roue peut, à l'aide d'une manivelle M, M', tourner autour 
d'un axe R dont les extrémités reposent dans les parois d'un tambour T, T' 
enveloppant entièrement la roue. La rotation permet d'amener au plan focal de 
la lunette successivement chacune des plaques, la mise en place étant assurée par 
des coups de pointeau S, S' arrêtant légèrement une petite tige portée par la 
manivelle M, à chaque rotation. Dans la figure, la plaque P| est en place. La 
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luDelle n'esl pas représentée; le revolver s'installanl à son exlrémité par une 
prise que I'od voit en AD, A'B'. En V, on aperçoit la queue d'un volet proté- 
geant les plaques contre la lumière venant de l'objectif. Le revolver, une fois 
chargé de ses plaques dans le laboratoire photographique, s'installe à la lunette 




exactement comme un châssis ordinaire et à la place même de ce châssis. Un 
chercheur permettant de projeter l'image du Soleil sur un verre dépoli était 
monté sur celle lunette. Enfln, une petite chambre photographique i8xa4, 
munie d'un ohjectif Dallmeyer, complétait cet instrumenl. 

5° Un baromètre Fortin, un baromètre anéroïde et des thermomètres. 

La lunette Secretan, les chronomètres, la lunette de MM. Henry et le baro- 
mètre Fortin appartiennent à l'Observatoire de Toulouse. 



3. MM. Lebeuf «i Carrcre arrivèrent à Elche le aS avril, et commencèrent par 
chercher un emplacement favorable aidés par l'alcade de celte ville, don Sébas- 
tian Canalès Murtula, dont la mission ne saurait trop louer l'obligeance cordiale 
et l'empressement, et par M. Issanjou, commerçant français établi à Alicante, 
qui se mit à leur disposition avec la plus grande complaisance. 

Après avoir examiné bien des emplacements, on fil choix de la villa San- 
Antonio, située à 2^" d'Elche sur la roule de Creviltente, au milieu de planta- 
tions d'oliviers et de caroubiers. Son propriétaire, seûor Torregrossa y Pareno, la 
mil généreusement à notre disposition et ne cessa de veiller avec sollicitude sur 
notre installation. 



1\Ya 



H. BOLRGET. 



Au sud de la vîlla, devant lamaison^ s'étendait un vaste emplacement décou- 
vert tout à fait convenable pour y installer nos instruments. 
Le plan ci-dessous montre notre installation {^fig^ 3). 



Fig. 3. 
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M. Meslin monta en Â, sous la véranda protégée par des cloisons en planches, 
sa chambre prismatique et en D la lunette de Steinheil. Je m'installai en B sous 
une tente apportée de Toulouse, et en C sous une autre tente, M. Lebeuf établit 
les deux instruments dont il disposait. 

Les deux tentes que j'avais cru devoir emmener avec moi furent pour nous la 
source de bien des ennuis. Il fallait, à chaque coup de venl, veiller sur les toiles; 
et elles étaient longues et très mal commodes à découvrir pour l'observation. Je 
pense qu'en pareille circonstance le mieux est d'avoir de simples abris démon- 
tables en planches recouvertes de toile ou de papier goudronné pour ne protéger 
que l'instrument lui-même ; l'observateur trouvant toujours, sur place, le mo^^en 
d'organiser un abri supplémentaire si cela est nécessaire. 



4. J'arrivai à Elche dans les premiers jours du mois de mai. Les lentes, les 
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piliers en briques et les instruments avaient déjà été montés par M. Carrère, 
avec une activité et des soins entendus, dont nous ne saurions trop le remercier. 

Il restait à régler mon inslrument. Malheureusement, pendant toute la pre- 
mière quinzaine du mois de mai, le temps fut très peu favorable et c'est à peine 
si nous eûmes trois belles soirées nécessaires pour ces opérations. 

Je crois pouvoir recommander le mode suivant de mise en place. J*en ai été 
satisfait dans maintes circonstances (*). 

On oriente, pendant le jour, le mieux possible Tinslrument en azimut avec le 
Soleil et en hauteur avec un niveau d'angle, puis mettant le tube de la lunette 
bien vertical avec un fil à plomb, on règle la position des index d'ascension droite 
et de déclinaison à Taide d'une valeur approchée de la latitude. Enfin, on finit 
le réglage de nuit à l'aide de la méthode de Scheiner rapide, sûre et précise. 
On fait, de jour, à loisir le réglage du mouvement d'horlogerie. 

Le temps se découvrit complètement quelques jours avant Téclipse et se main- 
tint beau pendant toute la durée du phénomène. 

Dans les derniers jours, M. Joubin, professeur de physique à l'Université de 
Besançon (^), vint se joindre à nous, voulut bien partager notre installation à la 
villa San-Antonio et, pendant l'écIipse, s'installa en E avec une lunette munie 
d'un dispositif pour déceler et mesurer la polarisation elliptique de la couronne. 

Enfin, M. Moye, professeur à la Faculté de droit de Montpellier, et M. Tram- 
blay, deux habiles astronomes amateurs, vinrent également observer avec nous. 
M. Moyc se chargea de la lunette de Steinheil de M. Meslin et de l'observation 
sur le sol des célèbres bandes ondulantes, et M. Tramblay, en F, nota les phéno- 
mènes généraux extérieurs et les variations des thermomètres. 

5. Voici comment j'avais préparé l'emploi des neuf plaques photographiques 
dont je disposais : 

Plaques Lumière 
anli-halo. 

1 Étiquette jaune. 

2 Id. 

3 Id. 

4 Étiquette rouge. 

5 Étiquette bleue. 

6 Panchromatique. 

7 Etiquette jaune. 

8 Id. 

i8 X 24*" .... 9 Étiquette bleue. 



6^X9*™ 





Durée 




de pose. 


6 secondes 


4 


» 


2 


» 


I 


)» 


2 


» 


3 


» 


8 


» 


8 


» 


o 


» 



(*) Notamment dans deux campagnes astronomiques faites en octobre igoi et en 
juillet 1902 au sommet du Pic du Midi de Bigorre. 
(<) Actuellement, recteur de TAcadémie de Grenoble. 
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La plaque 7 était recouverte d'un bristol perforé à trous espacés d'un milli- 
mètre, de façon à donner de la couronne une image formée de points séparés plus 
ou moins noirs et permeltant de mesurer Tintensilé relative des diverses régions 
de la couronne. 

Je devais manœuvrer le revolver photographique et les mouvements lents de 
la lunette. M. Carrère m'assistait et était chargé d'ouvrir et de fermer l'obtura- 
teur de l'objectif. 

J'avais donc préparé un programme minimum. J'ai cru prudent d'agir ainsi 
pour une première observation d'éclipsé totale, eu égard surtout à la faible durée 
de la totalité. J'ai pensé que l'enregistrement des formes de la couronne, si im- 
portantes pour l'avenir de la théorie du Soleil, constituait à lui seul ime obser- 
vation d'intérêt assez grand, pour essayer de le faire à coup sûr dans les meilleures 
conditions possibles et sans crainte d'échec par suite d'un nombre trop grand 
d'appareils à manier dans un temps aussi court. 

6. Le jour de l'éclipsé, ce programme fut réalisé d'une manière très satis- 
faisante et sans accident. Pour ma part, je pense qu'il faut attribuer cette heu- 
reuse réussite à nos répétitions préliminaires d'abord et ensuite à ce que le 
phénomène n'a rien de subit ni de déconcertant. Il faut reconnaître que les 
contacts d'une éclipse s'observent bien mieux (à ne parler que des conditions 
subjectives) qu'une occultation d'étoiles par la Lune. La soudaineté de ce der- 
nier phénomène en rend l'observation particulièrement déconcertante et incer- 
taine. 

Trois quarts d'heure avant la totalité, Tinstrument fut mis en marche, et je 
commençai à suivre, sur l'écran du chercheur, l'image de la Lune et la diminu- 
tion graduelle du croissant lumineux. Quelques secondes avant la totalité, ce 
mince croissant se déchira, pour ainsi dire, d'un seul coup, montrant le phéno- 
mène des grains de Bailey. 

Immédiatement après, un coup de fusil de M. Lebeuf nous annonçait le second 
contact, et les photographies commencèrent. 

Après l'exposition des neuf plaques, je pus contempler pendant 5 secondes 
environ l'éclipsé dans toute sa beauté, réellement très grande aux yeux d'un 
observateur assistant pour la première fois à ce spectacle. La couronne resplen- 
dissait d'un blanc éblouissant; ressemblant, autant que j'en ai pu juger, au blanc 
que possède, avant le polissage, un miroir qu'on vient d'argenler par le procédé 
à la soude et au sucre. Une très belle protubérance était visible. Dans le ciel, 
autour du Soleil, brillaient Vénus, Mercure, les plus belles étoiles d'Orion et 
Sirius. L'obscurité n'était pas très grande, et l'on a pu lire pendant toute la 
totalité un chronomètre à pointage. Au couchant s'étendait une grande bande de 
ciel d'une teinte brique très particulière. M. Moye, à mes côtés, aperçut sur le 
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sol, avec une très grande netteté, les bandes ondulantes dont M. K. Exner a 
donné une explication simple. 

7. Passons aux résultats fournis par les plaques photographiques. Ces plaques 
m'avaient été données par MM. Lumière avec leur libéralité bien connue des- 
astronomes. Comme les émulsions lentes (étiq. jaune et étiq. rouge) n'existent 
pas dans le commerce avec couche anti-halo, MM. Lumière avaient eu la com- 
plaisance de me les préparer spécialement. J'avais, avant mon départ, essaj^é ces 
plaques sur le Soleil, avec l'objectif Dallmej^er, et j'en avais été très content. 
Elles sont parfaites pour toutes les opérations photographiques où la lumière n'a 
pas une intensité comparable à la lumière directe du Soleil. Mais, pour cet astre, 
avec un objectif aussi lumineux (j) que celui de MM. Henry, on a intérêt à passer 
au dos de la plaque, par mesure de précaution, une couche de collodion à la 
chrysoïdine ou de tout autre enduit anti-halo (*). En fait, les plaques exposées au 
début et à la fin de la totalité, aux moments où la lumière est très vive, montrent 
un halo empiétant sur le disque lunaire surtout au niveau des protubérances, dont 
la teinte est voisine de celle de la couche anti-halo des plaques employées. 

Les plaques 1 et 2 présentent donc, en même temps qu'une couronne très 
lumineuse, un halo qui masque Timage des protubérances. 

Sur la plaque 3, les protubérances se distinguent mieux, mais la couronne a 
moins d'extension. 

La plaque 4 ne montre que les protubérances et encore sont-elles très faibles. 
Evidemment, une pose de 1 seconde avec les plaques à étiquette rouge est sûre- 
ment insuffisante pour la photographie du phénomène. 

C'est sur la plaque 5 que les protubérances se voient de la manière la plus 
nette. J'ai constaté que cette plaque montrait toutes les protubérances relevées à 
Tœil, avec un speclroscope, par M. Fenyi le jour même de Téclipse. 

La plaque 6 a été voilée pendant le développement. 

Je pensais pouvoir tirer delà plaque 7 quelques renseignements précieux sur les 
valeurs photomélriques relatives des diverses régions de la couronne; mais, après 
développement, j'ai constaté que les images des régions de la couronne faites à 
travers les trous du bristol présentaient, dans leur étendue, de fortes variations 
de teinte. Les trous du bristol étaient donc trop grands relativement à la grau- 
deur de l'image totale de la couronne. J'ai donc laissé de côté cette plaque, me 
proposant de reprendre cet essai à une prochaine occasion. 

La plaque 8 est une des meilleures : les rayons coronaux y sont nets et fins, 
les deux dépressions polaires sont très accusées, et la couronne y présente bien 
l'aspect habituel aux époques de minimum de l'activité solaire. 

(<) Depuis cette époque, MM. Lumière ont mis en vente de nouvelles plaques anti-halos. 
Fac. de T., a- S., IV. Gl 
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Enfin, un examen allentif de la plaque 9 ne m*a montré, autour du Soleil, aucun 
astre autre que ceux qui devaient normalement s'y trouver. 

Mercure, en particulier, s'y distingue très bien à l'extrémité d'un rayon coronal. 

Je dois ajouter, pour l'intelligence de ce qui précède, que les sensibilités des 
plaques Lumière, étiquette bleue, étiquette jaune, étiquette rouge, sont propor- 
tionnelles aux nombres 1,6, i5. 

La planche d^héliogravure qui accompagne ce Rapport donne les images 
agrandies deux fois des plaques 2, 3, 5 et 8. La couronne y possède naturellement 
moins d'étendue et de finesse que sur les clichés eux-mêmes, et les protubérances 
faibles visibles sur le cliché 5 sont noyées dans la reproduction de la partie la 
plus lumineuse de la couronne. Telle qu'elle est, je pense qu'elle intéressera, 
cependant, les lecteurs. C'est une observation qui vient s'ajouter à celles que 
nous ont données les éclipses passées^. Si l'on considère que la couronne est un 
phénomène observable seulement huit jours par siècle^ on se rendra compte de 
l'importance d'une telle observation. Cela seul justifie pleinement la peine que 
nous avons dû prendre et les dépenses faites par l'Université de Toulouse. 
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